VCz) 

了 #g() 
子 * [LI 

的 

六 

《〈 隐 六 (eyb) 


竹 
沿 
攻 
业 


内 积 

范 数 

忌 为 有 限 数 

2 EC 的 复 共 纯 

满足 ”所 工 的 最 大 整数 > 
满足 #” 之 工 的 最 小 整数 
非 负 整数 集 

整数 集 

实数 集 

正 实数 集 

复数 集 

连续 冰 数 或 连续 的 时 间 信 号 
离散 信号 

Dirac 广义 函数 

离散 Dirae 广义 函数 

[e, 刀 上 疡 次 连续 可 微 函 数 空 间 


满足 | | /Co) |de < oo 的 函数 空间 


清 足 | | CD 1*dt <- oo 的 函数 空间 


平方 可 序列 的 集合 , 即 袜 | cj < 十 on 


多 元 函数 7z) 的 梯度 
函数 六 9) 与 5E(p 的 卷 积 
离散 信号 卷 积 


(GD) 的 Fourier 变换 
GD 的 小 波 变 换 
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小 波 变换 在 天 文 图 像 处 理 中 的 应 用 ee 133 
着 波 变 换 简 介 





小 波 分 析 是 在 Fourier 分 析 基础 上 发 展 起 来 的 对 函数 (信和 号) 的 一 种 新 的 分 析 工具 , 同 
时 它 又 是 一 种 新 的 数值 分 析 方法 。 泛 画 分 析 是 它 重要 的 数学 基础 。 

泛 散 分 析 吸 到了 各 个 数学 分 支 中 最 基本 的 精华 ,具有 高 度 的 抽象 性 .系统 性 与 普 记 
性 , 它 的 观点 ,方法 和 规律 可 以 广泛 地 应 用 到 各 个 学 科 。 

为 以 后 的 学 习 方便 ,本 章 简要 介绍 一 些 有 关 的 基础 知识 。 





1.1 距离 空间 


定义 1.1 设 生 是 一 非 空 集合 ,对 于 任意 *,? E X ,都 有 一 个 实数 p(z,y) 与 其 对 应 ， 
且 p(z,y) 满足 以 下 三 公理 ( 称 为 距离 公理 ) ; 
(1) 非 负 性 ,p(z,?) 莹 0, 当 且 仅 当 z= y 时 ,有 ez,y) = 一 0 
《2) 对 称 性 :p(zy,?) 一 p(y9z)3 
《3) 三 角 不 等 式 :, 对 任何 z,yyz E X, 有 
PCzy3) 秋 p(Tyz) 十 py) 
则 称 pCzyy) 为 z,? 之 间 的 虐 离 , 称 X 为 上 距离 空间 。 
上 述 定义 是 通常 欧 氏 距离 概念 的 抽象 与 推广 。 
例 11 2a 维 欧 氏 空间 . 设 开 一 {(z yzro) | ziERi 一 1 9, 对 于 任意 x 一 
《za 县 ,定义 
pz 访 一 [人 一 加 (1) 
可 以 证 明 上 述 定义 满足 蝶 离 公理 ,所 以 它 是 R' 上 的 距离 ,而 R" 是 一 个 距离 空间 。 
同样 在 R' 中 可 以 定义 另 一 种 乃 离 : 
和 (2 一 有 星 | 志 一 洲 | 《1.2) 
从 而 可 得 另 一 个 距离 空间 。 
式 (1, 1) 定义 的 距离 称 为 欧 氏 距 离 , 而 R" 称 为 Euclid 空间 。 
例 1.2 连续 函数 空间 . 设 Ctoa = { 疙 z) | 7 是 [a, 寻 上 的 连续 通 数 } ,对 任何 的 Fz)， 
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gz) 的 Cl ,定义 
pg) 一 了 2 | Ac 一 ECz) | (1 3》 
可 以 证 明 , 如 此 定义 的 区 户 加 满足 距离 公理 ,因此 Croa 是 一 个 距离 空间 , 称 为 连续 函 
数 空 间 。 
例 1.3 平方 可 积 函 数 空间 , 设 
GO = (7 KnDPdr cea) 
在 天 (R) 上 对 于 任意 fz),g(z) E 王 (R) ,定义 
CE) 一 re 一 gz)|:dz] (1. 4) 
可 以 证 明 ,(R) 构成 一 蝶 离 空 间 , 称 之 为 平方 可 积 函 数 空 间 。 
例 1.4 设 己 表示 满足 > | 2 | < co 的 数列 全 体 , 则 对 任意 的 一 (zzz 一 
(Com)》 E 眉 , 定 多 
OCT 3) 一 [ 袜 | 二 一 ” (1 5) 
可 以 证 明 , 姑 构成 一 虑 离 空 间 , 称 为 平方 可 和 的 教 列 空间 。 


1.2 函数 空间 


1.2.1 线性 空间 


定义 12 设 X 为 一 非 空 集合 , 开 为 数 城 (实数 域 或 复数 域 ) .如 果 在 X 中 定义 了 “加 
法 ” 和"“ 数 科 ”, 并 且 这 两 种 运算 满足 封闭 性 及 如 下 的 运算 律 ， 
关于 “加 法 ”, 有 
《1) 交换 律 :z 十 y = y 十 r， 
《2) 结合 律 :rz 十 (7y 十 z) 一 (z 十 办 十 zy 
(3) 存在 “ 零 元 素 ”0, 使 z 寺 8 一 z， 
〈4) 存在 “ 壮 元 素 " 一 z, 使 工 十 (一 阅 = 由 
关于 “ 数 乘 ,有 
(CD aa) 一 (op)z， opE 天 ， 
《217 一 和，0"7 一 四 
(3) (ae 十 月 三 十 应 ， 
(4) az 十 她 一 虹 十 力 ! 
则 称 X 为 实 (或 复 ) 线性 空间 。 
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12.2 风范 线性 空间 


定义 1.3 设 天 为 线性 空间 (实数 或 复数 ) , 若 对 任意 的 zxE X, 有 一 个 非 抽 实数 | z| 
与 之 对 应 , 且 满足 ( 范 数 公理 ) 

人 zl 郑 0 zl =0oez= 人 非 仙 性 ); 

(2) 1az| = zlaeR 齐 次 性 ); 

(3) 1 z 十 ? 赴 科 | zl 二 11 xy 6 区 (三 角 不 等 式 )) 
则 称 Hzj| 为 的 范 数 ,X 为 赋 范 线性 空间 。 

通过 比较 范 数 公理 与 距离 公理 可 以 发 现 ,在 赋 范 线性 空间 中 ,任何 两 点 (元 素 )z,y 的 
目 离 可 由 范 数 导出 ， 

etz, 2 三 ‖z 一 ?1 

此 时 ,线性 斌 范 空 间 也 是 距离 空间 .但 虹 离 空间 不 一 定 是 线性 赋 范 空间 。 这 从 距离 空间 定 
勾 可 以 知道 , 央 为 在 那里 仅 要 求 蕊 是 非 空 集合 

例 1.5 在 BR" 中 ,常用 以 下 范 数 ， 


上 zl 一 ( 
il zl = max|z | 
Je 
例 1.6 在 Cr 中 常用 以 下 范 数 ， _ 
1 7 = 玖 | 7 | 


便 1.7 在 严 (R) 中 常用 以 下 范 数 ， 

1 = (eolpaz) 
例 18 在 中 常用 以 下 范 数 ， | 

zl = ( 马 17 
1.2.3 Banach 空间 


定义 1.4 设 是 一 线性 赋 范 空间 , 若 和 中 的 任何 Cauchy 序列 {z} 都 有 极限 , 且 极 限 
在 X 中 , 则 称 吕 为 Banach 空间 。 
所 谓 Cauchy 序列 ,是 指 序列 {z,) 当 mmco 时 ,有 ‖z 一 zn 和 ~0。 
上 述 极限 实际 上 是 按 范 数 收 敏 , 即 在 线性 峨 范 室 间 中 , 若 min| zx, 一 z | = 0, 则 称 序 
列 (z,} 按 范 数 收 伊 于 zx( 或 称 为 强 收敛 ) 。 
定义 1. 4 中 的 Cauchy 序列 按 范 数 收敛 于 导 内 的 一 点 ,此 时 称 民 是 按 范 数 完备 的 线性 
赋 范 空间 ,完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 Banach 窗 间 。 
加 和 罗 列 
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二 2.4 Hilbert 空间 


定义 1.5 设 和 是 实数 或 复数 域 上 的 线性 空间 ,如 果 对 居中 的 任何 两 个 元 素 六 ,g ,都 有 唯 
一 的 数 ( 记 8g) 与 之 对 应 , 且 汪 中 

(1) 共生 对 称 性 :( 记 g) = (8 万; 

(2) 线性 :(oF 十 BE 一 ai 十 Re upEC 

(3) 非 负 性 (7, 轧 闻 0, 且 (人 访 一 0 一 0， 
则 称 ( 六 g) 为 了 与 g 的 内 积 , 称 革 为 内 积 空间 。 

在 内 积 空 间 ,由 内 积 可 以 导出 范 数 

1 FI 一 (1.6) 

它 满 足 范 数 公理 (1),(2),(3) 。 

关于 内 积 利 范 数 之 间 还 有 以 下 三 个 公式 ， 

Cauchy - Schwarz 不 等 式 ， 





| 实生 (L.7 
式 中 , 上 ，|| 由 起 (1. 6 确定 。 
平行 四 边 形 公式 ， 
| 十 时 十 二 于 一 201z 村 二 1 (8 
式 中 ,| 上， 人 | 电 式 (1. 6) 给 出 。 
极 化 全 等 式 ; 
当 范 数 满足 平行 趾 边 形 公式 时 ,由 范 数 可 以 表示 内 积 
人 光一 下 (zy 时 一 1z 一 19 十 二 Clz 十 起 玫 一 人 一 1 d9) 
特别 地 ,在 实 空间 有 
人 光一 于 Clz+y 且 一 zz 一 9 0.10) 


可 以 证 明 , 上 面 给 出 的 内 积 (zyy》 油 足 内 积 公理 。 

定义 1.6 关 内 积 空间 X 按 范 数 | z | = Vizyz) 是 完备 的 , 则 称 X 是 Hilbert 空间 ， 
和 芒 记 为 互 空间 。 

Hilbert 空间 是 Euclid 空间 的 自然 推广 。 

例 19 (1) 在 线性 空间 志 (R) 中 ,定义 内 积 为 


《Pi 蚊 = [Fa 55dz ge) G.11) 
出 内 积 导 出 的 范 数 
HL=[inxopa 人 区 





可 以 证 明 , 严 (R) 按 此 范 数 是 完备 的 ,因此 严 (R) 是 Hilbert 空间。 
(2) 在 已 中 ,定义 内 积 为 
(一 习 dd， (ed GE 亚 CL13) 


由 它 导 出 的 范 数 是 
1el =[lol” GL14) 


上 2. 正 交 分 解 与 最 佳 源 近 


在 肉 积 空间 中 ,任意 两 个 元 素 *，? 是 正 交 的 ,出 它们 的 内 积 (z，?y)》 ~ 0 来 定义 ,这 与 
解析 几何 中 的 情形 一 样 z 与 ? 正 交 , 记 为 上 y。 
定义 17 设 M,N 是 某 内 积 空间 的 两 个 子 空 间 , 若 对 YzE MY?E N 全 有 z 上 
y, 则 称 迪 与 N 正 交 , 记 为 邮 上 N。 
在 Euclid 空 间 Rs 中 ,定义 内 积 为 两 个 向 量 的 点 积 ,空间 点 x 到 平面 (如 XO7 面 ) 的 投 
影 如 满 是 (一 ) | M, 于 是 有 一 (一 各) 十 各。 若 记 R: 中 与 好 正 交 的 所 有 元 素 全 体 
为 ML , 称 ML 为 刘 的 正 交 补 . 显 然 (x 一 z)E ML E M: 若 记 2 一 工 一世, 则 有 
天 一 区 十 加 《1, 157》 
式 (1.15) 称 为 向 量 *x 的 正 交 分 解 。 此 外 正 交 投 影 还 具有 如 下 性 质 ; 
上 z 一 关上 一 证 一 了 《1 16) 
上 述 情形 可 以 推广 到 Hiltbert 空间 ,由 于 Hilbert 空间 是 一 种 完备 的 内 积 空间 , 互 中 的 
任意 两 个 元 素 的 正 交 性 、 两 个 子 室 间 的 正 交 性 及 任意 元 素 z 的 正 交 分 解 ,与 前 述 情形 完全 
一 样 。 
定理 1.1 (投影 定理 ) ” 设 对 是 五 空间 中 的 财 子 空间 , 则 对 YzeE 五 ,M 中 必 存 在 唯 
一 的 mo( 称 为 z 在 M 上 的 投影 ) 及 唯一 的 E ML ,使 
衬 一 2 十 姑 《1l, 177) 
(证 明 郊 泛 函 分 析 教 材 )z 的 表示 式 (1, 17) 是 唯一 的 ,该 定理 也 称 为 正 交 分 解 定理 。 
定理 1.2 (最 佳 砷 近 定理 ) 设 M 是 开 窗 间 中 的 财 子 空间 , 则 对 YzeE 吾 ,M 中 必 存 
在 唯一 的 mm ( 称 为 对 工 的 最 佳 通 近 元 ) ,使 得 
| 一 加 下 二 刘 一 3 《18) 
定理 1.3 设 对 是 五 空 间 的 闭 子 空间 ,zE 所 ,如 果 对 中 的 某 个 re 为 工 的 最 佳 逼 近 
元 , 则 充分 必要 条 件 为 























(一 Z)》 | 朵 
这 三 个 定理 都 不 给 出 证 明 过 程 , 需 说 明 的 是 ,前 两 个 定理 无 论 在 理论 上 还 是 应 用 上 都 
是 很 重要 的 。 综 合 三 个 定理 可 以 得 出 如 下 结论 :对 吾 中 的 任 一 元 素 z,M 中 对 z 的 最 佳 逼 近 


元 就 是 = 在 M 上 的 投影 
1 








上 2.6 严 (R) 中 的 投影 与 递 近 


由 例 1. 9 可 知 , 己 (R) 是 典型 的 Hilbert 空间 ,因此 把 1. 2. 5 中 所 叙述 的 内 容 在 (R) 
中 进一步 描述 。 

定义 1.8 在 己 (R) 中 , 设 { 和 ,mw ，…} 是 一 组 非 零 元 素 , 如 果 对 于 其 中 任何 两 个 六 ，g 
G 天 六 ,都 有 (oo)》 = 0, 则 称 {p jE; 为 正 交 系 。 

定义 .9 设 (gjaex 是 三 (R) 中 的 正 交 系 ,如 果 每 个 w 的 范 数 都 为 1, 刚 称 其 为 规范 
正 交 系 (或 标准 正 交 系 ) . 即 {g jev 为 规范 正 交 系 , 充 放 条 件 是 

















《pp 一 访 
0， 天 了 
式 中 六 -| ， | 
1， 一 了 


例 110 在 王 (一 rr) 中 ,内 积 定义 为 
1] 一 
《PEg)》 一 工 re 到 (0 时 
则 三 角 函 数 系 
ostsineeos2tsingpm 
是 规范 正 交 系 。 
研究 无 限 维 空间 二 (R) 中 的 元 素 在 有 限 维 子 空间 上 的 投影 与 逼近 ,在 实际 应 用 中 是 
很 重要 的 ,因为 在 实际 中 ,无 限 维 空间 中 的 问题 基本 上 都 是 通过 有 限 维 空间 近似 进行 的 ， 
所 以 ,在 有 限 维 空间 寻求 最 佳 逼 近 苑 的 方法 具有 重要 意义 。 
定 还 1.4 《最 佳 站 近 定理 ) ” 设 M 是 工 :(R) 中 的 有 限 维 子 空间 ,{p ,pp ，…) 为 财 
的 规范 正 交 基 ,z E 王 (R), 则 对 任何 一 组 数 (o ,aav), 恒 有 


卜 了 一 rp | < lz 一 apul G.19) 
“证 明 ”由 定理 条 件 可 知 ,M 由 9 ，…%”"% 张 成 
M = spanfg ,和 


利用 定理 1. 1 和 定理 1. 2, 对 VYzE 二 CR)， 时 天， 即 z 在 M 中 的 投影 
功 , 使 得 式 K1. 18) 成 立 , 即 





站 z 一 双 站 过 用 一 > 站 ，VY3yEM (1.20) 
由 于 {g jex 是 M 的 规范 正 交 基 , 因 此 
四 3 (G21) 


由 前 面 讨论 可 知 ,(z 一 za) |L M, 即 (一 一 0 = 1 2 将 式 (1.21) 代入 ,有 
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(一 cplg)》 一 0， 了 二 1，2，… 
由 上 式 可 知 
人)》 一 《cpo0) 一， 了 一 1 2 
将 上 代 人 式 G1. 21), 有 


一 2 《Ti )》 钦 
it 


再 将 yE M 写成， - youpl 将， 及 上 面 z。 的 表达 式 代入 式 (1 20), 即 证 得 式 (1. 197 成 
立 ， 
下 面 讨论 用 CR) 中 有 限 维 子 空 间 愉 通 近 L2? CR) 时 最 佳 末 近 元 的 计算 方法 , 设 M 的 
基 为 {zi ,zz 用 最 佳明 近 元 的 一 般 提 法 是 ,对 任 一 = E 己 (R)， 要 求 出 一 组 数 wm ， 
ia， 使 得 
1 = 一 写 or | 过 1z 一 ar | 《1.22) 
式 中 ,人 fc) 为 任意 -组 数 。 
设 在 M 中 的 最 佳 通 近 元 为 xz, 一 》 wzl, 由 定理 1. 3, 有 (z am) 上 M, 或 写成 
(天 一 or2i) 一 0， 了 一 2 《1.23) 
即 
是 ta 一 《zt 一 12 入 《1. 247 
方 各 组 式 (1. 24) 的 系数 伍 阵 为 


《ZEI》 《Ze》 
有 一 人 人 人 人 C25 
《Zoom》 《Toy2z》 


称 4 为 Gram 抢 阵 。 由 于 zz…yz 线性 无 关 ,deta 夭 0, 则 方程 组 的 唯一 解 m ， 
oa 可 保证 y = > az, 是 对 x 的 最 佳 逼 近 元 。 
21 


在 上 面 的 讨论 中 ,由 于 基 函 数 的 取 法 具有 任意 性 ,因此 当 对 的 维 数 ” 较 大 时 ,Gram 和 

阵 的 行列 式 计算 量 过 大 。 当 基 函 数 到 为 规范 正 交 基 时 ,Gram 矩阵 成 为 单位 矩阵 ,计算 量 大 
大 减少 此 时 方程 组 式 (1. 24) 的 解 是 

嫩 二 《zi 一 1 2 《1.26) 





小 波 分 析 与 应 用 基础 


1.3 续 性 算 子 与 线性 泛 函 


本 节 简 单 介绍 算 子 与 泛 函 的 概念 。 

算 子 就 是 映射 , 它 是 普通 函数 定义 中 的 数 集 到 数 集 映 射 概念 的 推广 通常 把 线性 赋 范 
空间 民 到 线性 赋 范 空间 了 的 映射 称 为 算 子 ,用 了 表示 (也 常用 表示 )。 了 的 定义 域 和 值 域 
分 别 表 示 为 DCT) 和 N(CT) 。 


1.3.1 线性 算 子 


定义 1.7 设 X, 者 是 赋 范 线性 空间 ,TD(T) 一 NT,DCTDCX,NCTCX 如 
果 对 任意 的 *,yE D(TD),aE C, 都 有 
TGz 十 妨 =Tr 十 Ty 
Ter) = uaTz | 
则 称 了 为 线性 算 子 ,例如 签 分 算 子 ,积分 算 子 .由 上 皂 阵 定义 的 线性 变换 等 。 
对 于 线性 算 子 T, 如 果 存 在 正 数 M, 使 得 对 于 Yz E D(T)?, 有 


《1.27) 





zl 秋 Mzl (1.28) 
则 称 全 为 有 界线 性 算 子 。 
如 果 对 任意 的 zzE DT , 当 z 一 工时 ,有 
Tzr, 一 Try 天 下 十 co 
则 称 工 为 连续 算 子 。 
1.3.2 线性 泛 函 


线性 泛 函 是 一 种 特定 的 算 子 , 即 当 线性 算 子 的 值 城 为 数 域 时 ,该 算 子 称 为 线性 泛 
函 , 泛 函 一 般 用 六 g, 居 等 表示 ,类 似 算 子 , 泛 函 有 连续 泛 函 \ 有 界 泛 函 等 。 
例 1.11 对 于 任意 的 z(b E Ca， 


rz) 一 | zeod 
是 Cuoa 上 的 线性 泛 函 。 
例 112 设 Clo 是 [e, 妇 工 连续 可 微 画 数 全 体 构 成 的 赋 范 线性 空间 , 对 任 
意 z(D E CU 


AD =0， ee 可 
为 CLs 上 的 线性 泛 函 。 
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Cr 


1.4 Fouriet 级 数 与 Fouriet 积分 


直 .4.1 Fourier 级 数 的 复 指数 形式 


从 数学 分 析 中 知道 ,一 个 以 了 为 周期 的 函数 7(7?, 若 在 区 间 [ 一 也 ,去 ] 上演 足 狂 锋 条 
件 ( 即 连续 或 只 有 有 限 个 第 1 类 间断 点 和 只有 有 限 个 极 值 点 ), 则 


CD) -号 +o， cosroot 十 包 sinruut) ,为 了 (t) 的 连续 点 《1.29》 
式 中 
一 全 《1.30) 
辣 = 3 引 ， FaDa (G31) 
= 3 Deosnusdl main (32 
aa 一 末 COSIOE LE 姑 一 1 2 ， 
如 一 引 ， 诉 Sinftoz 虹 六 一 ]，2，… (1,33) 
式 (1. 29) 表明 ,周期 为 了 的 函数 在 满足 狄 氏 条 件 后 ,就 可 以 由 函数 系 
{Eysinatycosmwtysin2wtycos2aur 〔T. 34》 
表示 .在 函数 空间 Cu.a 上 定义 内 积 


《zy》 一 人 ez 
后 ,就 可 以 验证 贡 数 系 式 (1, 34) 中 任意 两 个 函数 的 内 积 ,例如 
上 sinmt of cosmutdt 一 站 
因此 , 静 数 系 式 (1, 34) 是 正 交 通 数 系 , 它 构 成 了 相应 阴 数 空间 的 正 交 基 , 式 (1, 29)7 是 唯 
了 应 用 方便 , 式 (1. 29) 常 化 为 复 指数 形式 .利用 Euler 公式 
旭 世 7 和 


COBE 一 





Sint 一 





可 将 式 (1. 29) 化 成 复 指数 形式 的 Fourier 级 数 , 即 


GD 一 > cseim: (1.35) 





= j roerd (1.36) 

式 (1.35) 说 明 , 周 期 数 F() 被 表示 成 许多 不 同 频率 的 潜 波 ( 正 到 波 ) 分 量 的 鸽 加 ve 

就 是 反映 频率 为 xu 一 4 2 的 谱 波 成 分 。c, 称 为 F(i) 的 商 艇 闫 谱 ， | c, | 为 离散 振 由 频谱 ， 
atgcv 为 离散 相位 谱 此 外 式 (1, 35) 还 说 明 , f(2) 可 以 与 Fourier 序列 


人 ycy 


一 一 对 应 ,这样 就 可 以 把 分 析 函 数 Fe) 转化 为 分 析 系数 序列 。 
1 4.2 Fonrier 变换 


对 于 一 个 非 周期 函数 7(CD ,是 否 能 像 1. 4. 1 那样 表示 成 不 同 频率 的 谐 波 倒 加 呢 ? 
设 Ai) 为 非 周期 函数 ,如果 它 在 任何 有 限 区 间 上 满足 狄 氏 条 件 , 且 绝对 可 积 , 即 


六 ee ar<+Hee ,此 时 可 以 把 产 D 看 做 周期 了 无 限 卉 大 的 周期 画 数 ,利用 式 (1. 35) 和 
式 (1 36), 且 令 o 一 Ao 一 笃 , 有 
世 让 
AD= 六 9 = 各 ( 旨 Feoewdzje 一 


去 玛 [( 人 rr 上 ma dzjew je 二 


计 - (站 roeedzjed 、 (G.37) 


式 (1. 37) 称 为 Fourier 积分 公式 . 当 Fi) 在 上 = 所 处 间断 时 , 取 


Fa 一 十 0) 于 一 0) 
记 
4 
Fw) = 上 CDeedt 61.38) 
则 式 (1, 37) 成 为 
一 工作 Poyens 
GD = 寺 |FCoea (1.39) 


定义 下 8 称 式 (1.38) 为 PCD 的 Fourier 变换 , 记 为 Fo) 或 


从 式 (1.38) 和 式 (1. 39) 可 以 看 出 ,A(z) 和 钰 ) 可 以 用 积分 运算 相互 表示 . 式 (1. 38) 
将 以 时 款 ( 或 室 间 ) 谈 量 5E (一 co 十 co) 为 自 变 量 的 函数 /iD) 化 为 以 频率 w 为 自 迹 量 的 
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函数 ou)vo E (一 oo, 十 so) 而 式 (1. 39) 则 将 以 频 域 变量 w 为 自 变 量 的 画 数 二 化 成 原来 


的 时 域 函数 郊 D) ,两 公式 具有 优美 的 对 称 形式 , 且 /CD) 与 gw) 姑 一 一 对 应 的 (注意 ,7 
应 满足 前 述 条 件 ) ,或 Fourier 变换 是 R 到 及 的 一 一 映射 。 

比较 式 (1. 35? 与 式 (1, 39) 可 知 , 非 周期 函数 头 访 也 是 由 许多 不 同 频率 的 庶 波 分 量 e 
合成 的 。 两 者 不 同 的 是 ,周期 函数 的 谱 波 分 量 的 频率 是 离散 的 ,而 非 周期 函数 的 谱 波 分 量 
的 频率 是 连续 分 布 的 。 

对 于 非 周期 函数 /CD , 它 的 Fourier 变换 F(w) 又 称 为 频谱 了 数 ,其 模 | Fw) | 称 为 
护 0 的 振幅 频谱 。F(o) 的 图 形 叫做 疙 9) 的 频谱 图 , 它 描 述 了 在 频率 w 处 的 振 蓝 信 息 ,使 得 
信和 号 矿 六 的 舌 率 特征 一 目 了 的 。 对 一 个 函数 Fip) 作 Fourier 变换 以 后 ,能 得 到 Fi) 在 频 城 
的 信息 ,这 样 就 可 以 在 频 域 中 研究 信号 的 特征 ,但 此 时 F(5) 在 时 域 的 信息 将 完全 丢失 , 因 
而 不 能 同时 对 信号 进行 时 频 分 析 , 这 是 Fourier 变换 的 不 足 之 处 。 

例 113 求 函 数 ( 和 矩形 波 ) 





了 
人 上 | 科 亏 


0， 其 他 


大 一 





的 Fourier 变换 ,并 作出 频谱 图 。 
解 ”由 Fourier 变换 定义 ,有 














， 了 
Sin 五 


2 





和 woeed= | acvd=2 
频谱 图 如 图 1. 工 所 示 。 


4 大 @) 
7 














图 11 撼 形 波 函 数 的 频谱 图 








1.4.3 Fourier 变换 的 性 质 


下 面 列 出 Fourier 变换 的 一 些 常 用 性 质 ,不 给 出 证 明 。[']^ 表示 对 [] 中 的 盘 数 作 


Fourier 变换 (假设 fg E 天 (R) 站 天 (R))。 














《1) 对 称 性 
[PC 一 二 太一 
[D3s= 3xr 一 四 
《2) 线性 性 质 
[ar 十 BECO] = 大 8 
式 中 ,8 是 常数 。 
《3) 平移 人 性质 
[Gd 一 Di= crew 
(4) 伸缩 性 质 
[Fe) 基 = 方 和 全 )， 5( 关 0) ER 
〈5) 微分 性 质 
时 域 求 时 
[Fe (D]= (io 六 ww 
频 域 求 时 
[Am = [一 iDor(D] 
《6) 共 罗 性 质 
[role= 和 -ww 
《7) 乘积 定理 


(FCD 8(D) 一 去 (和 ooy) 


0 _ 工 ee 
六 pope- 直 oa 


式 (1, 48) 称 为 Parseval 恒等式 , 式 (1, 49) 称 为 能 量 等 式 。 
《8) 卷 积 定理 


[fx 四 4= 六 aoEo) 
[六 四 "= 去 关 eg(w) 
圈 


和) 


,45) 


.46) 


.51) 
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Le 
习题 


1. 证明 , 若 六 E 己 (R), 则 六 c) 是 有 界 的 且 是 w 的 连续 函数 ;或 着 站 E Z(R) ,网 六 


连续 


Se 


.证 明 式 (1 41) 和 式 (1 48) 。 
.证 明 式 (1. 50) 和 式 (1,.519 。 
， 设 高 斯 函数 g(5) = exp( 一 乙 )， 
《1) 直接 求 g(b 的 Fourier 变换 ko); 
(2) 证 肖 &(ow) 满足 微分 方程 
歼 (o)+TogCo = 0 
(3) 求解 (2) 中 的 微分 方程。 


、 证明, 卷 积 的 微分 性 质 , 站 (7x 阅 人 = 至 >HD = 7* 公 C 
. 设 FCD 连续 ,8Cb) 为 Dirac 函数 , 则 有 

GD) 一头 从 
.证 朋 , 若 六 o) 具有 衰减 性 


17 和 CCG+ obD-m， (C 为 正 的 常数 ,e > 0) 
则 75D 是 六 一 1 次 可 微 且 有 界 。 


中 


Sm 


人 


人 





在 第 1 章 中 介绍 了 Fourier 分 析 , 关 于 信号 KK) 的 Fourier 变换 六 co) ,我 们 已 经 知道 它 仅 
描述 了 信 生 的 频率 特征 , 委 失 了 信号 在 时 域 中 的 信息 ,例如 ,在 某 一 很 小 的 时 段 上 信号 发 生 
了 突变 ,而 Fourier 变换 却 反映 不 出 信 生 突变 的 位 置 ,人 们 用 Fourier 变换 研究 信号 时 发 现 ,时 
域 上 平滑 性 好 的 信号 ( 局 部 性 较 差 ) 在 频 域 上 却 有 较 好 的 局 部 性 ,而 在 时 域 上 局 部 性 明显 的 











信 生 ,如 突变 信号 ,在 频 域 上 局 部 性 却 很 差 。 所 以 用 Fourier 变换 无 法 同时 描述 和 定位 信号 在 
时 间 和 频率 上 的 突变 部 分 ,这 就 使 得 Fourier 分 析 的 应 用 受到 了 限制 ,Fourier 分 析 是 处 理 平 
稳 信 号 的 有 力 工具 . 随 着 科学 技术 的 发 展 ,人 们 还 需要 处 理 非 平稳 信号 ,本 章 介绍 小 波 变换 ， 
利用 小 波 分 析 研究 信号 ,可 以 克服 Fourier 分 析 应 用 上 的 局 限 性 。 


2 小 波 画 数 


“ 波 ” 是 有 振 苏 性 的 小波” 就 是 在 较 短 时 间 区 间 上 有 振 葛 的 波 , 用 来 表示 小 波 的 函 
数 , 称 为 小 波 函 数 , 记 为 内 6) 在 数学 中 这 样 的 函数 可 以 用 两 个 条 件 来 刻画 ， 
《1U 此 0 具有 有 限 支 撑 或 是 速 降 为 零 的 函数 ; 


G |wod 一 0， 


在 实际 中 ,人 们 总 是 研究 能 量 有 限 的 信号 .FAC2) ,因此 以 后 总 假定 函数 AD E 严 (R)， 
同样 也 有 光芒 E 性 (R) 。 由 于 应 用 上 的 需要 ,要求 由 小 波 变换 能 重 构 原 信号 ,对 小 波 函 数 
还 要 求 它 满足 容许 性 条 件 ， 























G= 站 是 mo<+m (2. 了 1 
四 


满足 容许 性 条 件 的 小 波 称 为 容许 小 波 。 
小 波 末 数 %(b 常 被 称 为 母 小 波 , 因 为 对 wb 作 平 移 、 伟 缩 可 以 得 到 一 族 小 波 函 数 


lee- 总 全 Je>oeea (2. 2) 


这 族 函 数 中 的 每 一 个 都 有 规范 化 的 范 数 ‖%。 | = 站 力 上 = 1。 











当 让 a 和 六 取 一 系列 离散 值 时 ,例如 a 一 2 光一 2 人 人 2 , 训 可 以 得 到 一 用 4 
次 数 

机 站 二 282 一 村 区 也 (2.3) 

在 一 定 条 件 下 ,{ 帮 56 | ksE 可 以 构成 二 CR) 的 “ 基 ”, 用 它 可 以 表示 5D 。 由 于 

这 种 基 的 生成 方式 简单 , 旦 风 ) 又 有 良好 的 局 部 性 和 其 他 性 质 , 因 此 函数 疙 咏 用 小 波 基 
表示 后 有 着 广泛 的 应 用 。 


2.2 连续 小 波 变 种 


2.2.1 连续 小 波 变 换 的 概念 
定义 2.1 设 FDE 严 (R) ,WoD 是 容许 小 波 , 则 称 
(本 门 (e,O - 间 - GO8( 二 ?jde， <>0 (2.4) 


为 函数 7D) 的 连续 小 波 变 换 , 其 中 。 称 为 尺度 因子 或 伸缩 因子 光 称 为 平移 因子 。 

小 波 变换 也 是 “种 积分 变换 , 它 是 将 单 变量 的 函数 头 D 变换 成 时 频 平面 (或 时 间 尺 度 
平面 ) 上 的 二 元 函数 ( 歼 记 (a: 包 。 从 时 频 分 析 来 看 ,小 波 变换 将 信号 /5) 的 每 个 瞬 态 分 量 
映射 到 时 频 平面 上 的 位 置 正好 对 应 于 分 量 的 频率 和 发 生 的 时 间 , 而 函数 ( 丈 户 (a,0) 在 (a， 
纺 处 的 值 反映 了 在 时 刻 6 频率 为 二 的 分 量 的 有 关 信 息 。 

从 式 (2. 4) 可 知 ,小 波 变换 可 以 用 内 积 表示 

《到 六 (有 二 《大 ， 丰 (有 》 (2.5? 

小 波 变 换 能 刻画 信号 /2 的 局 部 特征 ,有 效 检测 瞬 变 信号 ,这 是 因为 小 波 峡 *(9 既 可 

以 是 有 限 支撑 ,又 具有 伸缩 平移 的 灵活 性 .例如 , 设 小 波 的 支撑 suppw(D) = [一 1,1], 即 





9- 作 二 汪 ， EtE [5 一 a9 十 g] 
“ 0 其 他 
则 
(多 PCa 人 一 车 Fo jdr 一 车 Fo8( 写 人 


由 些 可知 小 波 具有 窗 函 数 的 作用 ,可 以 用 小 波 光 D 研究 以 上 一 六 为 中 心 半 径 与 ce 有 关 
的 售 域 内 信号 FD 的 局 部 情况 . 当 天 D 在 :一 所 附近 波形 平缓 时 ,可 以 增 大 尺度 a, 用 伸展 
了 的 小 波 殉 ,。 (5 去 观察 疙 D 。 若 7D 在 ! 一 户 附 近 波形 变化 激烈 , 减 小 g, 用 压缩 的 小 波 
鲍 s(b 观察 败 D) 。 随 着 的 变化 ,小 波 沿 时 间 轴 移动 , 随 疙 5 波形 变化 ,改变 尺度 a, 就 像 用 








析 与 应 用 苇 础 


“显微镜 一 样 通过 调 焦 来 观察 25) 的 局 部 信息 ( 见 图 2. 1) 。 
业 KD 








有 + 太一 ora 





图 2.1 连续 小 波 变 换 的 时 频 局 部 化 示意 图 


由 前 面 所 述 小 波 的 特性 可 敌 , 小 波 的 能 量 集中 在 以 恕 为 中 心 的 一 个 区 间 上 ,ae 的 选取 
使 得 能 用 一 个 很 贴近 72) 的 小 波 与 AD 作 内 积 ,所 以 | (8 六 (ay2) | 能 度量 Faz) 在 上 一 
8 附近 的 能 基 大 小 。 又 由 于 


(WP 一 《Ps(D) 一 站 (多 oo 


邯 小 波 变换 幅 值 还 能 度量 信号 7D 在 频 域 中 如,。 的 能 量 集中 的 区 域 上 的 能 重大 小 。 
此 外 ,利用 小 波 变 换 ( 现 轧 (e, 已 还 能 研究 Fz) 的 局 部 光滑 性 ,奇异 点 的 位 置 .检测 图 
像 的 边缘 等 ,这 些 将 在 第 6 章 中 可 以 看 到 或 参阅 所 附 文献 。 


2.2.2” 窗 函 数 与 Heisenberg 测 不 准 原理 


为 了 进一步 对 小 波 变换 及 图 2. 1 的 理解 ,把 小 波 必 妆 看 成 一 个 窗 函 数 ,利用 时 - 冰 帘 
来 理解 小 波 变 换 的 时 频 局 部 化 能 力 。 
定义 32 设 内 ) 具有 有 限 支撑 , 则 称 


1 
1 





上 一 





as | 遇 (2.6) 
为 时 窗 中 心 , 称 
-=_ 1 一 2 
< 人 由 je 惰 21we de] (2.7) 
为 时 窗 半径 , 称 


”一 Te |:du 《2. 8) 
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为 频 窗 中 心 ,和 
1 172 
一 一 一 | 一 罗 关 (o)|dw 《2 9) 
“ 夏 Ho] 
为 频 窗 半径 。 





下 面 计算 上 sz) 的 时 窗 和 频 窗 中 心 及 半径 。 利 用 2. 1 节 中 的 关于 小 波 函 数 的 介绍 ,可 
知 上 由 s 征 二 人 天 全 下 一 1 由 式 (2.6) ~ 式 (2.9), 得 


一 百 
ore 
[+alwopa=| maolder| onspu= 
人 二 (2.10) 
式 中 , 刀 是 由 六 的 窗 中 心 。 
]172 
[esoopd] = 


中 -区 





了 
和 伍 一 





Ar 一 


下 


1 
| (上 6 一 吧 一 bolede] = 











72 


[oo 症 Mod] 一 oan 《2.11) 
式 中 ,As 是 %(D 的 窗 半径 。 类 似 地 ,有 
1 有一 | Wooee= 1 





于 是 有 


站 1 2 一 
“TO | 和 ol dm 


Tie- 二 (2.12) 
式 中 必 是 光 (w) 的 窗 中 心 。 


衬 To )| 生 sw) Pa 一 


Tc- leeoyja] 一 am (2 13) 

由 式 (2. 10) 一 式 (2. 13) 可 以 看 出 ,多 芒 经 平移 与 伸缩 变 为 由 s(6 后 ,四 的 时 窗 中 心 
和 半径 与 此 六 的 时 窗 中 心 和 半径 之 间 的 关系 ,以 及 勾 。(D 的 频 窗 中 心 和 半径 与 扩 z 的 频 
窗 中 心 和 半径 的 关系 ,出 这 些 关 系 , 容 易 发 现 , 对 于 确定 的 六 , 当 a 增 大 时 (此 时 波形 变 得 平 
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组 ,频率 变 小 ), 小 波 的 时 窗帘 增加 ,而 频 窗 宽 减 小 ; 当 “ 减 小 时 ,情形 正好 相反 , 它 完全 符合 
Heisenberg 测 不 准 原 理 。 ， 

在 时 - 频 相 平面 上 ,对 于 任意 固定 的 2 都 可 以 作出 几 s(5 相应 的 时 - 频 窗 (以 2At 为 底 ， 
2Au 为 高 的 矩形 窗口 ) ,其 面积 为 


2AtX 2Aw 一 4aAt 二 Au 一 4At Au (2.14) 
它 是 不 随 a 光 变化 而 变化 的 (Heisenberg 测 不 准 原理 的 特殊 情形 ) 。 


从 上 面 的 叙述 可 以 看 出 ,小 波 淡 s(D 的 时 - 频 窗 ,可 以 随 5 与 a 的 变化 在 时 频 相 平 面 上 
移动 ,虽然 其 面积 不 变 ,但 宽 和 离 可 以 变化 ( 见 图 2. 2)。 


Mroovmiracaacr 








图 2.2 小 波 函 数 上 spPD 的 时 - 频 窗 


利用 皮 *(D 的 时 - 频 窗 , 我 们 就 可 以 观察 到 /D) 的 局 部 特征 。 通 过 改变 平移 因子 , 即 
移动 窗口 ， 可 以 对 上 六 b) 进行 扫描 ,再 通过 调节 伸缩 因子 。 来 达到 观察 了 G) 时 所 需要 的 精 
度 。 因 此 , 常 说 小 波 具 有 “显微镜 ”的 调 焦 功 能 .图 2, 1 中 的 矩形 窗口 就 是 上 面 所 说 的 时 - 
频 窗 。 

利用 Parseval 伍 等 式 (1. 48) ,有 


( 歼 站 (有 一 CCFGD 由 sD) 一 去 (六 六 wo) = 


所 六 和 ebaydw 人 (2.15) 
式 (2.15) 是 小 波 变换 在 频 域 上 的 表现 形式 。 
类 似 于 在 时 域 上 的 表现 形式 ,(W7 (反映 了 信号 大 。)(A(4) 的 频 域 形式 ) 的 局 部 


信息 ,例如 1 (WP 记 (av | 反映 了 六) 在 两 个 带 上 的 能 量 大 小 ,而 带宽 依赖 于 伸缩 因子 4 
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mcaaermiemwrnornrnarraewnm- 


2.2.3 ”连续 小 波 变换 的 性 质 


性 质 1 〈 线 性) 设 FnD ,8g(GDO E 己 (R),o:8 是 任意 常数 , 则 
(W(ef 二 BE))e 人 = KWP(a 相 十 ROWg)Cai 
性 质 2 《平移 性 ) 设 FE 二 CR) ,区 
《 厂 了 圭一 而 Ka 一 《 厂 六 (aa 一 吉 ) 
性 质 3 (尺度 法 则 ) 设 AD E 己 (R) ,出 


C1GoD)GeO 一 二 WOoo)， A>0 
性 质 4 (和 习 法 定理 ) 设 AD ,8g(CD E 天 (R)， 则 
三 厂 (了 PC 有 (ECa 2 = CAogad 
式 中 ,C, 是 式 (2. 1) 定义 的 容许 常数 。 








def 和 T 
证 阴 记 R(z) 一 - 六 zz) 人 ar) 


def 
Gaz) -一 评 a 入 oz) 
其 


(Pa= CD 全 全 = 
去 (aasgaoysw) 一 
去 | 和 ro gaoyeed = 
了 认 ice 了 工 1 
二 | eeos 岂 一 六 一 已 
同样 
_ oaA 
《〈 厂 g)5ay 一 下 2 C( 人 (一切 
因此 





Ta 


wePe (VsjceDd= ( 冯 ) | 六 CCD 有 = 


工 下 下 
(去 ) 中 CO) 由 = 


1 _ 
了 _FCz) GCaJdz 
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(2. 16) 


《2. 17) 


(2. 18) 


《2.197) 
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将 上 式 乘 以 二 对 = 积分 ,有 





三 二 ao (WP ( 感 1 有 丰 一 人 工 c EC Cojdzda 一 
0 虹 J 2x 


三 款 | Le aogda- 


0 2rJR 


志 ea 人 二 ee atom ))jaz= 


ca ea 有 zydz= Ci(FGD ECD) 
性 岳 5 在 性 质 4 中 ,车 Fz) = 8g(zr), 可 得 


tc 工 co 
[ 六 二 wpwapFana= Gf 人 17op (2.20) 
式 (2. 20) 描述 了 小 波 变换 与 原 信和 号 之 间 的 能 量 关 系 , 类 似 于 Fourier 变换 性 质 中 的 
式 (1.49)。 
性 质 6 《〈 族 变换 公式 或 重 构 公 式 ) 设 FD) E 天 (R) , 妨 芒 是 容许 小 波 , 则 
十 oo oo 
AD = 寺 三 吉 (YJ)CD 和 se(CDdida (2.31) 


证 明 。 在 式 (2. 19) 中 取 CD = 8 一 四, 基 
站 rogou= 太 rose-od= re 
CWg)(aii 一 六 ac-o5sod 一 五 Ce) 
将 以 上 两 式 代 人 式 (2. 19) 中 ,有 
六 六 到 (Ga ws(adide = Ga 
从 而 有 
Fa = 直 六 二 rm wetmdada 
连续 小 波 变 换 无 论 在 理论 上 还 是 在 实际 中 都 有 许 才 应 用 ,这 将 在 以 后 的 介绍 中 看 到 。 


2.3 离散 小 波 变 换 


由 重 构 公 式 (2, 21) 可 知 ,A(9 可 由 它 的 小 波 变换 (WP)(a'i 精确 重 构 , 它 可 以 看 成 将 
人 D 按 “ 基 "4。 的 展开 或 分 解 , 系 数 就 是 小 波 变换 (WP)(eyp)。 但 是 , 淡 。 中 的 参数 a 忆 是 
连续 变化 的 ,加 oz) 和 它 旁 边 的 内. (bb 分 不 开 , 使 得 炙 *( 护 猴 此 之 间 不 是 线性 无 关 , 这 就 
导致 了 (W. 记 (a, 芒 之 间 具 有 相关 竹 . 也 就 是 说 用 “ 基 " 加 。( 芒 表示 疙 t) 的 式 (2. 21) 中 ,有 许 
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多 疯 o( 六 是 多 余 的 ,需要 将 那些 多 余 的 凤 *(27 去 掉 , 寻 找 彼 此 线性 光 关 的 力 *(59， 用 数量 
相对 少 的 四 s( 作为 * 基 "来 表示 灰 间 为 此 , 先 将 加:(9 中 的 参数 a 忆 离散 化 ,以 期 达到 
目的 ,这 样 就 需要 引入 离 做 小 波 变换 的 梳 念 。 

2.3.1 ”离散 小 波 变换 的 概念 


对 小 波 函 数 四。(D 中 的 参数 < 离散 化 , 取 a = 反 = aikyjeE Z 得 到 小 波 函 数 


小 玻 寞 换 





的 站 一 002Wen 一 有 了 天 反 也 《2. 22) 
定义 2 2 设 产 DeE 三 (R), 则 称 
(WP = ai 全 Agcopt 一 Pd (2.23) 
为 从 D) 的 离散 小 波 变换 。 
奖 似 式 (2. 5) ,离散 小 波 变换 也 可 用 内 积 表示 , 即 
( 丽 六 (有 一 ( 恋 DD, 矶 D》 《2.247 


离散 小 波 变 换 是 将 时 间 函 数 F() 变换 到 位 移 ( 时 间 ) -尺度 相 平面 上 的 离散 点 处 的 函 
数 (W 记 (所 ,这 些 离散 点 按 一 定 的 规则 分 布 ,与 连续 小 波 变换 相 比 , 少 了 很 多 点 上 的 值 。 

联想 本 节 开始 所 述 的 一 段 话 , 这 里 自然 会 引出 两 个 问题 ， 

《1) 能 否 由 (史记 (j ,加 以 数值 稳定 的 方法 重 构 原 信号 A(2)? 也 就 是 说 ,{( 权 PC ， 
7 E 了 ) 是 否 包含 了 函数 AD) 的 全 部 信息 ? 

《2) 是 否 任意 函数 fp) E 己 (R) 都 可 以 用 几 *(t) 为 “ 基 ” 来 表示 , 即 护 D) 一 
忆 dsts(D? 如 果 可 以 ,系数 怀 。 怎样 确定 呢 ? 


这 两 个 问题 实质 上 是 一 个 问题 的 对 偶 形 式 ,答案 当然 是 一 致 的 .在 下 一 段 中 ,我 们 将 
简要 回 管 这 一 问题 。 





2,3.2 Riesz 基 


在 2. 3. 1 段 中 提出 的 问题 是 与 框架 有 关 的 ,这 里 不 详细 讨论 框架 ,只 引出 框架 的 概念 ， 
进而 给 出 Riesz 基 的 定义 ,在 简单 的 情况 下 ,回答 前 面 的 问题 。 
定义 2.3 在 互 空间 中 , 设 {p,} 为 一 函数 序列 , 若 对 任何 函数 F(D 人 五 ,存在 两 个 常 
数 0< 4 穴 日 < 十 co, 使 得 ， 
1 时 世 辣 Pa 时 委 吾 上 《2.25) 


则 称 {or} 是 一 个 框架 , 称 4, 避 为 框架 的 下 ,上 界 ; 当 A ~ 如 时 称 为 一 个 紧 框架 。 
在 定义 2. 3 中 ,如 果 函 数 序列 {or} 取 为 序列 { 凡 (CD juez 詹 称 { 克 *D} 为 小 波 框架 。 
框架 概念 是 在 研究 由 信号 的 离散 样本 值 是 否 能 重 欧 原 带 限 信号 六 D 时 提出 的 ,是 
“ 基 ” 概念 的 推广 , 比 基 的 条 件 宽松 一 些 , 它 并 未 要 求 {%} 一 定 是 线性 无 关 的 。 式 (2. 25) 是 
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Lv vernocmreca co 


一 般 的 条 件 , 它 保证 瑟 空 间 中 任何 /za) 能 由 《 访 辐 ) 以 数值 稳定 的 方法 重 构 FD 条件 
式 (2. 25) 是 加 给 {gw,} 的 一 种 限制 。 

在 小 波 函 数 几 :Ci 中 ,如 果 对 尺度 间隔 a, 时 间 间隔 如 不 胡 限 制 ,此 时 相应 的 离散 小 波 
变换 ( 记 力 4，) 就 不 一 定 包 含 了 Ap) 的 全 部 信息 ,因而 也 就 不 一 定 能 重 构 屹 D ,所 以 要 想 由 
离散 小 波 变换 (六 , 罗 s》 重 构 疙 六， 就 必须 对 { 多 xD} 加 以 限制 ,这 个 限制 就 是 框架 条 件 
式 (2 25)。 

定义 2.4 在 互 空间 ,如 果 函 数 序列 {o,} 满足 条 件 式 (2 25), 且 (gr} 还 是 线性 无 关 
的 , 即 荐 2 cg。 一 0, 必 有 co = 0, 则 称 {)} 是 Riesz 基 。 

Riesz 基 也 常用 如 下 定义 ， 在 五 申 , 设 {p.} 为 函数 序列 ,对 于 任何 函数 六 D E 瑟 ,总 存 
在 {c} E 已, 使 得 








Fn = 21epu(D 


而 且 满 足 条 件 
Ac 秋生 cg 人 DO 生生 B2 co (2.26) 
四 了 3 RE 也 DIE 卫 
式 中 ,0 一 A 坪 B 一 + co, 称 为 Riesz 基 的 下 .上 界 。 
可 以 证 明 ,上 面 的 两 种 完 义 是 等 价 的 。 


在 2.3.1 段 提出 问题 (1) 中 所 说 的 由 (多 户 G 8 一 《 户 几 e) 以 数值 稳定 的 方法 重 构 信 
号 ,其 意思 是 ,如 果 { 风 xjjaez 是 工 (R) 的 Riesz 基 , 此 时 ， 


0D = co 
当 | Fi 很 小 时 , 》 |os 拉 也 很 小 , 即 /ze) 的 能 量 与 其 在 Riesz 基 下 的 表示 系数 的 能 量 
JE 王 


密切 相关 .在 { 风 *) 正 交 的 条 件 下 ,cx 一 《 产 册 引 。 
现在 可 以 在 相对 简单 的 条 件 回答 前 面 的 问题 。 
设 { 风 *} 是 世 (R) 的 一 个 规范 正 交 基 , 即 





《放生 Doc， 了 7 于 全 忆 (2.27) 
此 时 ,{ 册 一 定 是 Riesz 基 , 且 Riesz 基 的 上 \ 下 界 4 一 日 = 1. 反 之 ,结论 也 成 立 。 
事实 上 , 当 !{ 劣 *) 是 规范 正 交 基 时 ,有 
GD 一 2 (2.28) 


由 式 (2, 28?, 又 有 
( 户 四 一 2 和) 
击 { 几 *) 的 规范 正 交 性 ,得 


Ci 一 《万 册 0)， 辣 下 提 
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从 而 有 
GD = 《的 多 (2. 29) 
式 (2. 29) 两 边 各 作 内 积 , 有 
目 .| 一 六 和 | ， (2.30) 
式 (2.30) 即 是 条 件 式 (2.25) 当 4 一 卫 = 1 时 的 情形 。 
反之 , 当 4 一 了 = 1 时 ,由 式 (2.26) 盖 { 力 4 正 交 。 
综合 前 而 的 讨论 可 知 , 当 {%*} 满足 框架 条 件 式 (2.25) 上 且 A 一 了 = 1 时 ,就 能 由 
( 取 六 GO 一 ( 户 凡 以 数值 稳定 的 方法 重 构 原 函数 At, 即 F2) 可 由 网。 为 基 表 示 出 
来 ,其 表示 的 系数 c,e 可 以 由 ( 户 风 确定。 
更 一 般 地 ,只 要 { 败 . } 满足 框架 条 件 ， 不 要 求 A = 有 一 1, 也 有 与 上 面 类 似 的 结果 ， 不 过 
此 时 的 推导 需要 引入 几 e(i) 的 对 个 小 波 屹 ec 。 
定义 2.5 设 wD EECR), 令 伸缩 系数 @ 一 忆 。 如 果 存 在 两 个 常数 0<< 么 委 了 <<co， 
使 
4 所 避 | 必 2)| 扩 日 (2.31) 


则 称 民力 为 二 进 小 波 。 
式 (2, 31) 称 为 稳定 性 条 件 , 它 与 式 (2, 25) 等 价 。 从 前 窗 的 讨论 可 知 , 二 进 小 波 变 换 能 
以 数值 稳定 的 方法 重 构 原 信号 AD 。 从 计 竺 角度 来 看 ,二 进 小 波 有 着 广泛 的 应 用 。 


小 结 


本 章 主 要 介绍 严 (R) 中 小 波 函数 D) 和 小 波 变换 .研究 小 波 的 目的 ,是 想 找到 一 种 简 
单 的 同时 又 具有 时 域 和 产 域 六 部 化 能 力 的 函数 凡 bD, 用 它 既 能 表示 信号 .A5) ,又 能 表示 系 
数 重 构 信号 。 

《1) 连续 小 波 变 换 。 小 波 是 一 个 速 降 为 零 的 (或 短 支撑 的 ) 波形 函数 。 由 于 重 构 信号 的 
需要 ,小 波 还 须 满足 容许 性 条 件 ， 





G= 站 Hu<iw 上 
这 样 的 小 波 称 为 窜 许 小 波 。 
应 用 中 总 是 将 小 波 (或 称 为 母 小 波 ) 进行 平移 和 伸缩 ,得 到 一 族 小 波 
仙人 (全 人 > 0ee 到 (2) 
[2 


参数 e 光 可 以 是 连续 的 ,也 可 以 是 离散 的 ,如 a 一 冯 志 E 有 或 < 一 2 光一 2 六 人 妆 生 二 。 
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arm rr 


称 a 为 民 因 子 ( 介 统 因子) 忆 为 平移 因子 。 
大 6 的 连续 小 波 变换 用 内 积 来 定义 ， 


1 ff” 一 [一 起 
(多 站 (有 = (FDCD)》 一 划 -Aoy( 人 ea (93) 


这 也 是 一 种 积分 变换 , 它 将 时 间 画 数 7z) 变换 为 时 - 频 平 面 上 的 二 元 函数 (W7)(e ,人 ,小 
波 变换 还 可 以 用 着 积 来 定义 ( 见 第 6 章 ) 

《2) 小 波 的 局 部 化 功能 .建立 小 流 名 ,2) 的 时 - 频 窗 一 时 磊 平 面 上 边 平行 于 时 间 轴 
和 示 率 轴 的 矩形 窗 , 通 过 窗口 来 观察 或 研究 信号 。 由 于 由。 的 时 窗 宽 是 几时 窗 寅 的 “ 倍 , 而 


炙 * 的 频 窗 宽 是 乡 频 窗 宽 的 二 ,但 上 * 与 忒 的 时 - 频 窗 面积 是 相同 的 在 没 时 间 轴 平移 多 。 的 


时 - 频 窗 时 + 可 以 依据 信号 .AD 的 波形 变化 而 随时 改变 尺度 a, 使 得 对 平缓 的 波形 用 扁平 
的 时 - 频 窗 观察 信号 ,而 对 变化 激烈 的 波形 用 奉 而 高 的 时 - 频 窗 观察 信号 。 

《3) 连续 小 该 变换 的 性 质 . 重 要 的 是 理解 2, 2. 3 所 述 的 性 质 生 ~ 性 质 6， 即 

乘法 定理 ; 设 六 D,g(D E (CR) , 则 











二 oo 『Hoo 一 一 一 
| 户 ePpepGee 呈 -cf 六 mopgou (9 
式 中 ,C, 为 式 (1) 定义 的 容许 常数 。 
能 量 等 式 ， 
oo 『Hoo 1 ++co 四 
全 请 二 wpceoplaade=-G 六 ol G5) 
重 构 公式 ， 
AD = 六 记 二 (WP(o 下 iCDdpda (6) 
CoJo -am 2 网， 


04) 离散 小 波 变换 ,由 于 小 波 和 小 波 变 换 所 具有 的 一 些 特性 ,所 以 ,如 果 能 用 小 波 作 
为 基 来 表示 信号 将 是 很 有 应 用 价值 重 构 式 (6) 的 表示 仅 上 共有 重要 的 理论 意义 ,无 法 用 来 
进行 数值 计算 。 
为 克服 重 构 公 式 玫 示 AD 的 完 余 性 , 将 参数 e 沁 离散 化 , 对 离散 后 的 一 族 函 数 
{ 几 xDjyucz 再 要 求 满足 框架 条 件 : 存 在 常数 0 < 4A 委 日 < 十 co 使 得 
417 虹 妥 交 | 下 实 B (7) 
这 样 就 可 以 由 离散 小 波 变 换 { (( 方 GD)ues 重 构 原 信号。 
如 果 { 纺 5) esz 是 线性 无 关 的 , 且 又 满足 框架 条 件 式 (7), 则 { 几 jx 构成 地:(R) 的 
Riesz 基 。 若 再 令 框架 的 舞 和 = 已 = L 则 { 罗 .成 为 二 (R) 的 标准 正 交 基 , 从 而 有 
AD 一 到 dr 3 《8) 
这 样 用 式 (8) 右上 端的 系数 即 ( 钱 疙 7) 提 重 构 原 信 号 的 问题 就 非常 消 楚 了 
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《5) 二 进 小 波 。 从 数值 计算 角度 来 看 ,二 进 小 波 有 着 广泛 的 应 用 .将 小 波 风 (9 的 尺度 
系数 取 二 进 制 离散 值 e = 2 ,再 要 求 4 满足 稳定 性 条 件 ,存在 常数 0 一 4 委 日 < 十 co ,使 得 
-二 中 | 庆 2o) 旦 娘 B，-o 天 0 (9) 


小 波 变 换 





则 称 WD) 为 二 进 小 波 。 

条 件 式 (9) 与 式 (7) 是 等 价 的 。 

二 进 小 波 变 换 具 有 平移 不 变性 .在 第 6 章 中 将 会 看 到 ,在 对 信号 的 去 品 \ 复 原 和 奇异 性 
检测 等 方面 ,经常 采 用 二 进 小 波 变换 .需要 说 明 的 是 ,二 进 小 波 变换 会 产生 数据 完 余 ,但 只 
要 不 是 对 数据 压缩 和 编码 ,这 种 宛 余 性 对 改善 处 理 效果 还 是 有 利 的 。 


习 是 


1 证明 式 (2. 16) 。 
2 证 册 式 (2. 17) 。 
3. 证 拥 式 (2. 18) 。 
4 试 将 小 让 变换 式 (2. 4) 或 式 (2. 5) 写成 卷 积 形式 。 
5 设 多 颖 是 二 进 小 波 。 证 明 , 若 存在 两 个 常数 0 < 4 过 日 < 十 co ,使 得 
4 二 2 | 训 2o 入 B，YocR 一 (0) 
则 有 


4 所 吕 计生 BA 
E2 





在 2.3 节 中 我 们 知道 , 当 离散 小 波 族 { 几 *(D))uez 是 正 交 系 时 ,信号 CD 就 可 以 在 这 
个 小 波 基 下 分 解 与 重 构 。 从 函数 空间 的 表示 来 看 ,期 望 用 正 交 基 表示 函数 是 最 自然 的 想 
法 ,这 是 因为 用 正 交 基 表示 函数 ,其 系数 容易 计算 ,人 们 寻找 “ 基 ” 的 一 个 重要 目的 ,就 是 希 
望 用 这 个 基 的 表示 系数 来 反映 信号 的 特征 ,从 而 对 信号 特别 是 复杂 信和 号 的 性 质 进行 分 析 
时 ,完全 可 以 通过 分 析 系数 来 达到 目的 ,如 果 某 种 基 的 表示 系数 是 “ 灰 栈 ” 的 ,这 更 是 人 们 
所 希望 的 。 

例如 ,在 Re 空间 中 ,任意 一个 向 量 x 一 (am ,msra)m, 当 它 用 Re 中 的 规范 正 交 基 
{ayee…'y@) 表示 时 ,表示 系数 是 zz …zi, 这 样 , 任 一 维 向 量 * 就 与 数组 (ri， 
忆 必 sa) 一 一 对 应 ,对 于 周期 为 工 前 连续 函数 AD ,由 如 下 定义 的 内 积 


2 加 
《有 =| (DECD 电 
-ia 





可 知 ,{es 党 } ez 是 一 个 正 交 基 ,此 时 任意 一 个 周期 为 了 的 连续 范 数 ,有 


7D= 了 se，o= 坚 





1 fra 玫 
其 中 cn 一 刘 7eos ee 上 


这 样 对 于 任 一 AD ,就 有 了 De 人 ecosclyce 和 
如 何 寻找 或 构造 正 交 的 小 波 基 { 儿 sx(D) 多 分 辩 分 析 (MRA) 为 我 们 提供 了 一 个 基本 
框架 。 多 分 辩 分 析 在 小 波 分 析 的 发 展 中 起 着 非 常 重要 的 作用 。 


3.1 正 交 小 波 基 的 特例 





3.1.1 Haar 小 波 基 


早 在 1909 年 ,数学 家 A, Haat 找到 了 下 面 的 函数 CD) 一 一 Haar 函数 ， 
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Co Wocovnmivrmacmleeatid 


六 (1 一 -1 ze [ 序 浊 《3.1) 
0， ”其 他 
Haar 函数 也 称 Haar 小 波 ,其 图 形 见 圈 3, 1。 
0 








3,1 Haar 小 波 


显然 &t) E 严 (R) ,但 它 不 是 连续 范 数 。 为 构造 玫 (R) 的 一 个 基 ,对 大 (进行 伸缩 与 
平移 , 取 a 一 2 ,2 = 2 帮 , 得 函数 系 
故 从 一 228(2 一 和， 天生 、 (3.2》 
由 于 友 约 的 支撑 为 [0,1), 因 此 有 
2 叫 近 1 3 ( 徕 十 1 
矶 站 一 1 一 2 关 ， 21(2 路 十 1) 过 上 < 必 2( 十 1) (3.3) 
0， 其 他 
由 赤 (R) 中 常规 定义 的 内 积 与 范 数 ,容易 验证 {v(D) jez 是 严 (R) 的 规范 正 交 基 。 由 2.3 
节 最 后 的 结论 可 知 ,对 于 任意 关 D E 了 2(R) ,有 重 构 公 式 
7D = 六 Ge 
且 上 式 中 的 系数 是 唯一 确定 的 。 
当 /六 连续 , 且 无 说 E 天 (时 ,用 做 作 为 基 表 示 疙 六 是 不 合适 的 ,因为 { 刁 本 
身 不 连续 ,此 外 





(Co 一 1 一 和 十 s (3. 全 


加 1 
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rmir ecomiracome mice 


在 频 域 的 豆 减 速度 仅 为- ,所以 在 缮 城 的 局 部 性 较 关 .因此 在 实际 中 应 用 较 少 。 


3.1.2 Littlewood - pajey 小 波 基 
取 母 小 波 函 数 
WD 一 二 Gingu 一 sinyg) (3.5) 
它 的 图 形 如 图 3, 2 所 示 。 


人 了 
5 
1 
一 10 10 
0 了 2 嫩 
全 


(b) 


图 3,2 Littlewood - paley 小 波 
(a) 时 域 波形 ， 〔b) 频 域 波形 


将 上 划 进行 伸 纺 与 平移 ,得 到 下 面 的 函数 
斧 间 一 2032 和 一 和， 了 了 直 EZ (3.6) 
它 是 到 (R7 的 标准 正 交 基 。 办 为 


一 ”1 A 由 
二 0 瑟 0= 站 | 人 忘 du= 

















去 | 2ero02rmeTeatzm 让 20) 沪 ed 加 
R 
1 orapf ae oj 、 了 oa 
到 2 | es 和 21) 和 C2royd 《3.7 
由 于 
[到 2 = 1， 中 | 委 了 
和 0， 其 他 
容易 知道 
fx 和 ol 过 2 
jw = 人 其 他 (3 8) 


其 图 形 见 图 3. 2。 





在 式 (3.7) 中 ,当天 天 时 ,集合 
人 血 |r 委 | 2 | 委 2m 站 tr 委 |2"o | 委 2x) 
最 多 只 有 一 个 点 , 故 式 (3. 7) 等 号 右 端 积分 为 零 。 
当 和 = 7 兴 天 a 时 , 式 (3.7) 等 号 右 端 积分 为 


加 | etro2 du 一 站 Ericrandy 一 0 《一 20) 
2zJ estzelst 2rJ<lulstr 


综 上 所 述 , 当 ( 人 ,有 天 (mp) 时 ,的 与 如 mw( 正 交 。 
由 式 (3. 5) 可 知 ,MK 在 时 域 的 总 速度 仅 为 ,因而 它 在 时 域 的 局 部 性 较 差 ;而 由 


式 (3.8) 可 知 , 它 在 频 域 有 很 好 药 局 部 性 .%b) 的 上 述 情况 正好 与 Haar 小 波 相反 ,因此 它 
的 应 用 也 受到 了 限制 。 

上 而 的 两 例 , 其 特殊 性 表现 在 , 当 小 波 基 在 时 域 局 部 性 较 好 时 , 在 频 域 局 部 性 就 差 ,或 
者 在 频 域 局 部 性 好 时 , 则 在 时 域 局 部 性 差 。 人 们 在 研究 信号 的 局 部 特性 时 ,总 希望 能 构造 
出 一 个 在 时 域 、 频 域 都 具有 较 好 局 部 性 的 小 波 基 。 

构造 基 的 方法 一 般 有 两 种 途径 ,一 种 是 直接 构造 基 函 数 .在 1989 年 以 前 , 人们 利用 这 
种 方法 没有 找到 具有 上 述 性 质 的 小 波 基 . 另 一 种 是 空间 分 解 的 方法 ,即将 空间 按 一 定 规律 
分 解 成 具有 特定 性 质 的 子 空间 序列 ,然后 再 找 出 子 空间 的 基 并 将 其 合成 全 空间 的 基 。 

第 二 种 方法 首先 由 Mallat 和 Meyer 在 1989 年 提出 , 称 为 多 分 辩 分 析 ( 多 尺度 分 
析 ) 方法 。 








3.2 多 分 辩 分 析 


多 分 辨 分 析 (Multi-Resolution-Analysis ,简称 MRA) ,是 Mallatt0l 和 Meyer 提出 的 ， 
它 的 主要 思想 是 将 亚 ( 及 ) 按 分 辩 率 为 {2” ) 分 解 为 一 申 峰 套子 空间 序列 {Y,} ,再 通过 正 交 
补 的 塔 址 分 解 ,将 严 (R) 分 解 成 一 串 正 交 小 波 子 空间 序列 { 印 ,} .然后 将 亚 (R) 中 的 函数 
六 p 表示 成 一 系列 近似 函数 的 逼近 ,其 中 每 一 近似 函 孝 都 是 7 了 在 不 同 分 辩 率 子 空 间 上 的 
投影 ,通过 这 些 投影 来 研究 和 分 析 注 在 不 同 子 空间 上 的 性 态 及 特征 。 正 因为 用 这 种 方法 来 
分 析 和 研究 函数 ,所 以 人 们 把 它 称 为 多 分 辨 分 析 。 

为 便于 理解 , 先 介 绍 正 交 多 分 辩 分 析 。 

定义 3.1 严 (R) 中 的 空间 序列 {Vi) 称 为 一 个 正 交 多 分 辩 分 析 , 如 果 它 满足 以 下 
条 件 : 

《1) 单调 性 ， 














CCYCY- 握 …… 《3.9) 
《2) 通 近 性 ， 








小 巡 分 析 与 应 用 基础 


rcirrmrravom rr- 


ny =toytimy = alosure( 亲 V)=R) (3.10) 
《3) 伸缩 性 ; 
AD EUBA2D EYEEZ (3.11) 
《4) 平移 不 变性 ， 
站 EE 史 二 人 EU (3,12) 


(5) 存在 函数 p(b《 W, 使 得 fpG 一 曲 jies 构成 Yo 的 规范 正 交 基 ， 

土 面 定义 中 的 pCb， 称 为 多 分 辩 分 析 的 尺度 函数 或 父 函 数 。 多 分 辨 分 析 常 记 为 
(CVDierye(D) 或 (Yi jezs 

由 伸缩 与 平移 性 可 知 ,函数 系 {2 "pg(2 于 一 记 jaez 构成 了 六 的 一 个 规范 正 交 基 。 这 
样 以 来 ,对 于 YA7CD E 王 (R) ,了 在 空间 W 的 投影 是 





万 四 一 (Poiseos 人 GD (3.13) 
人 工 
再 由 交 近 性 可 知 
lim 1 7 一 六 外 =0 《3.14) 
即 户 (p) 在 分 辩 率 3- 趋 于 十 co 时 趋 于 原 信号 六 z) ,由 此 可 见 ,尺度 函数 p 对 MRA 的 构 
造 起 着 关键 性 的 作用 。 
下 面 评论 如 何 由 {W} ,将 空间 ZCR) 分 解 成 小 波 子 空间 {W,) 的 正 交 和 。 





由 {VY,} 的 单调 性 可 知 ,VC 史 , 即 Vr: 是 Vi 的 真子 空间 ,因此 ,在 空间 的 基 是 正 交 基 
的 意义 下 ,可 久 认 为 ,Y, 是 由 V。 和 Vs, 在 V, 中 的 正 交 补 空间 构成 的 , 若 把 这 个 正 交 补 空 
间 记 成 8 , 则 有 








有 = 一 VH 四 证 h 了 所 了 《3. 15》 
这 里 “外 ”表示 正 交 和 ， 即 
玉 二 YU 有 有 且 Vn 上 页 


显然 这 种 分 解 可 以 对 任意 的 ; 进行 ， 
帮 轩 册 二 YY 国 允 上 册 下 国 甫 本 四 夺 国生 开 
《3. 16) 
由 式 (3, 16) 不 难 短 到 斌 jh 上 殉 ) ,继而 有 全 | 而 。7 天 放 。 ， 
在 (3.16) 中 令 * 一 十 cc, 得 到 
Vi = 全 册 。 
再 令 j 一 一 co ,得 到 
Pa 一介 凤 (3.17) 


这 样 ,就 把 王 (R) 分 解 成 小 波 子 室 间 研 , 的 正 交 和 。 
把 史 称 为 尺度 空间 (尺度 为 ), 把 殉 ; 称 为 小 波 空间 (尺度 为 力 。 由 前 面 讨论 可 知 ,由 





{VY,)ez 可 确定 { 钱 )}。 

由 多分 辩 分 析 的 性 质 (2》, 有 

PC = dos ,= 邮 ， 

因此 ,我 们 得 到 严 (R) 中 的 两 个 空间 序列 ,一 个 是 氏 套 的 团子 空间 序列 {Y, )ez,* 另 一 个 是 
相互 正 交 的 子 空间 序列 { 克 ,jsz。 

如 果 存 在 内 幻 E 丽 ，, 使 得 慌 蚊 的 平移 系 (WE 一 有 jasz 形成 空间 久 。 的 规范 正 交 基 ， 
则 (用 sD 一 2 和 关 一 2 一 刘 jiez 也 形成 空间 多 ; 的 规范 正 交 基 。 这 是 由 于 多 ,中 的 函数 
也 具有 伸缩 性 ,7F(D E 网 后 720E 及 事实 FE, 若 DER CVDETV-， 
由 于 Vi 一 Y 六 图 肌 -只要 疙 2 约 世 Yo 则 必 有 厌 约 《 邢 。 可 用 反 证 法 证 明 
0 民 Vie 苦 7FD EY， 则 产 D 入 V 这 与 7FDE 镍 矛 盾 。 类 似 可 以 证 
明 庆 20 6E 二 >>FD 皇 克 。 

假 旭 找 到 了 这 样 的 必 思 ,由 亚 (R) 的 小 波 空间 分 解 式 (3. 17》 ,就 找到 了 二 (有 R) 的 规范 
正 交 小 波 基 ; 





{ 骨 有 一 2 这 困 2 一 下 ez 
”如 何 寻找 小 波 内 D 呢 ? 想 通过 在 小 波 空 间 直 接 构 造 小 波 是 非常 困难 的 .但 从 MRA 的 
定义 来 看 ,尺度 函数 8 起 着 关键 的 刻画 MRA 构造 的 作用 ,所 以 可 以 通过 尺度 函数 8( 帮 来 
档 造 小 波 必 轿 为 此 , 先 要 研究 它们 应 满足 的 性 质 以 及 它们 之 间 的 关系 。 


3.3 尺度 函数 和 小 波 函 数 的 性 质 


在 多 分 辩 分 析 的 定义 中 说 存在 函数 pb, 它 的 平移 系 构成 w, 的 规范 正 交 基 ,但 并 不 
是 说 任何 一 个 函数 都 具有 这 种 性 质 。 
定理 3,1 设 8(bDE ECOR)， 令 se(D = 及 ， 则 
{o.e(b jacz 是 规范 正 交 基 怠 
和 ipCo+2kx)1| =1，VoeRR 《3.18) 


证 明 ”由 Parseval 等 式 , 有 
《和 sm 一 划 ,pscw 妈 od 一 


寺 rem 攻 oydu= 


E 
2FJn 


1 wwe _ 
中 | 节 wj:do 一 


seen- 


2 全 3Jatr 
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忆 er -airvrame an 





去 j 己 1go+aenjeeodu 一 
去 六 Fojeneormeda 
式 中 ,F(w) = 多 |p(o 十 2km) | 这 是 一 个 周期 为 2r 的 函数 ,由 于 {m.(D)jiex 是 规范 正 
了 
交 基 ,所 以 有 
{pe(CDjiez 规范 正 交 基 台 (pyPon) 一 &n 兮 


， 
志 | Fa)erirmedo = 六 全 
2run 





下 (ow) 三 1 
定理 3. 3 设 {Y, je 是 严 ( 了 R) 的 一 个 多 分 辩 分 析 ,9(27 是 它 的 尺度 函数 , 则 有 人 hu) E 
已 ,使 
1 Tt 
形 ( 2 一 驴 (3.19) 
于 一 1 全 ， 
证 明 由 于 玉 所 区, 一 人 jiez 是 内 的 规范 正 交 基 ,而 -9 (六 )E 思 ， 所 以 


训 (全 ) 柯 用 出 各 红 作 表示 ， 


让 的- we- 间 


六 一 章 e( 和 8e-e8 

式 (3. 19) 是 由 MRA 时 出 的 重要 美 系 , 称 为 双 尺 度 方 程 , 可 以 证 明 ,如 果 { 加 } 已 知 ,由 
式 (3. 19) 出 发 可 以 确定 (分 。 

为 了 进一步 研究 和 理解 双 尺 度 方程 ,这 里 插 人 一 段 介绍 滤波 器 的 内 容 。 

泪 波 器 是 指 对 信号 进行 滤波 的 硬件 装 转 或 软件 这 里 所 说 的 泪 波 器 措 数 字 滤 波 器 , 它 
是 通过 对 采样 数据 进行 数学 运算 处 理 来 达到 频 域 滤波 的 目的 。 

设 工 是 一 个 装置 , 它 将 一 种 信号 (输入 信号 ) 变换 为 另 一 种 信号 (输出 信号 ) 并 向 外 输 
出 .这 种 装置 称 为 系统 , 简 记 为 工 .例如 输入 为 闪 D ,输出 为 g(D ，, 则 可 表示 为 

L[FD] = 有 (D 
如 果 对 于 任意 的 实数 o, 六 总 有 
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L[aA GD 十 as(D] = agi(0 十 嫩 : (0 《3.20) 
成 立 , 则 称 工 为 线性 系统 .图 3. 3 是 系统 工 的 示意 图 。 


后 和 yy 0 曲 册 


图 3.3 线性 系统 示意 图 


此 外 , 若 对 于 任意 的 r*, 总 有 
工 LPG 一 吕 ] = SG 一 裤 《3, 21) 














则 工 称 为 时 不 变 系统 。 

在 信号 分 析 中 ,常常 将 输出 函数 5(9 称 为 响应 。 设 工 是 一 个 线性 时 不 变 系统 , 它 对 画 
数 89D 的 响应 请 5) 一 工 [36GD] 称 为 脉冲 响应 系统 工 的 脉冲 响应 是 刻画 系统 的 重要 画 数 。 
不 同 的 两 个 系统 志 和 也 ,它们 对 8(z) 的 响应 是 不 同 的 ,人 们 常 对 系统 加 入 脉冲 ,通过 系统 
的 脉冲 响应 来 分 析 ,判断 系统 ,就 像 禹 击 合 碗 来 判断 它 是 否 有 和 裂缝 一 样 , 而 在 数学 表示 上 ， 
当 工 的 脉冲 响应 为 Ab 时 , 输 人 函数 Fez) 与 输出 函 甫 g(7) 的 关系 可 表示 为 

eD -foeMD= 全 roat 一 dr 《3. 22) 

事实 上 ,如 果 输 人 信号 Fi5) 是 连续 的 模拟 信号 ,可 以 先 将 7/9) 分 解 成 一 系列 矩形 波 

的 和 ,如 图 3.4 所 示 : 再 给 系统 加 上 一 个 高 为 1, 宽 为 了 的 方形 脉冲 


一 1，0 所 1 过 工 
io=-| (3. 23) 二 人 
0， 其 他 


利用 8(D) ,可 将 任 一 输 人 信号 Ai) 表示 为 
AD my CUT)SG 一 KT) (3.24) 
记 L[3(D] = CD) 是 系统 对 8 (5 的 脉冲 响应 ， 
由 于 工 是 线性 时 不 变 的 ,所 以 输 出 信号 必 是 
EDsACRKT)RG 一 KT) (3.25) 0 227 和 7 


即 输出 信号 是 输 人 信号 与 》 的 脉冲 响应 的 离散 卷 积 。 图 3 4 7 分解 为 答 形 波 


当 方形 脉冲 式 (3. 23) 的 宽度 了 无 限 变 小 而 趋 于 零 时 ,KT -> r,FCKT) ~ AD 人 (一 
天 了 ) 一 天 人 一 阅 式 (3. 25) 成 为 


加 
gpD = | “FoDhG 一 Dd 


上 式 正好 就 是 式 (3, 22) 。 
如 果 输 入 信号 是 原 信号 的 采样 值 , 即 { /AT)?jaez, 此 时 为 简化 记号 ,采样 间隔 规范 化 





小 波 分 析 与 应 用 基础 


可 


为 了 一 1. 引入 离散 瑟 冲 , 记 为 8Cz, 即 


sm- 直 2 
风 
了 (TD 一 大 ) 一 六 Joad 一 由 《3,. 26》 
记 LI8(D] = An) 是 该 系统 的 离散 脉冲 响应 ,由 线性 时 不 变性 可 得 
I[7 间 ] = g(b 一 六 (DR 一 下 一 了 下 (和 隐 (3. 27) 


这 样 ,无 论 输 入 是 连 续 信号 还 是 高 获 信号 ,系统 的 输出 总 是 输入 信 身 与 系统 的 脉冲 响应 的 
卷 积 由 此 可 见 , 系 统 的 脉冲 响应 可 以 刻画 系统 的 动态 特征 。 
设 系统 工 的 脉冲 响应 为 (七 ,其 Fourier 变换 记 为 


HH 有 
刀 (o) 一 | 下 (有 E “于 一 页 (o) 


称 iCo) 为 工 的 系统 函数 ,也 叫 传递 两 数 。 
由 卷 积 定理 , 式 (3. 22) 可 写成 
G(w) = HE(oJF(w) 


En = 六 《3.28) 

这 是 系统 工 在 频 域 上 的 表现 形式 , 而 式 (3. 22) 是 系统 在 时 域 上 的 表现 形式 ,所 以 
Co) 或 KD 都 是 刻画 系统 的 重要 函数 。 

一 个 系统 的 系统 函数 万 (o) 若 在 频 域 上 是 有 限 支 撑 的 , 则 称 这 个 系统 为 理想 滤波 器 。 
如 果 瓦 (w) 支撑 集 包 含 在 (一 必 , 十 w) (ou > 0), 则 称 该 滤波 器 为 低 通 的 ;如 果 其 系统 通 数 
五 (w) 的 支 集 包 含 在 (一 人 一 他 一 灰 十 国 LU (一 的 由 十 引 内 ,其 中 尾 0 人 0 上 一 凡 十 
9< w 一 # 那 么 该 涉 波 器 称 为 带 通 的 。 由 式 (3. 28) 有 . 

1G(o 1=1HGo IFCw1 (3.29) 


式 (3. 29) 表示 ,可 以 设计 这 样 一 个 系统 ， 当 wE BK( 某 有 限 区 间 ) 时 信号 可 以 通过 ， 机 当 of 


如 时 ,信号 则 不 予以 通过 ,这 个 系统 称 为 滤波 器 。 
例如 ,可 以 设计 一 个 理想 滤波 器 ,其 频率 函数 为 








1 <0 
甩 (w -| 191 (3.30) 
0，|owl> 
此 寺 
AGO 一 站 sao= se， reR (3.30) 


3 、 志 分 辨 分析 


当 信号 Ap) 通过 该 滩 波 器 后 变 成 
万 = FoD ae 昌 d = xia (3.32 
函数 广 (5 的 Fourier 变换 记 (o) 的 支 集 是 [一 0,9] , 即 
=0， |o| 六 只 (3. 337 
则 称 这 样 的 信和 号 六 (t) 是 带 眼 的 。 


由 上 面 所 述 可 知 , 一 个 系统 成 为 滤波 器 , 主要 取决 于 该 系统 的 脉冲 吹 应 头马 或 旦 (o) 。 
因此 常常 就 直 称 豆 (w) 或 妈 2) 为 滤波 器 。 
下 面 继续 讨论 尺度 函数 与 小 波 函 数 的 性 质 。 
在 双 尺 度 方程 式 (3. 19) 的 两 端 取 Fourier 变换 ,得 到 
802oy = ov) 
3 


即 
2) = 上 Sae wb(a) 
攻 (2o) 元 人 em 人 人 
记 
Ho = (wo) = 工 呈 er (3.34) 
22 
则 得 
下 的 站 
8(2o) 一 卢 (o)g(w) 
土 式 也 常 写成 


事 (2o) 三 再 (ww) 和 (o) 《3. 35) 
式 (3.34) 是 {Ajxez 的 离散 Fourier 变换 或 是 Wu jaez 的 频 域 形 式 。 
根据 前 面 对 滤波 器 的 介绍 ,把 式 (3. 35) 中 的 品 (w) 称 为 滤波 器 ,由 于 吾 (o) 由 { 各 jxez 
唯一 决定 ,也 称 { 各 } 为 滤波 器 (离散 滤波 器 ) .可 以 证 明 , 任 何 一 个 尺度 函数 p, 都 可 以 由 滤 
波 器 { 知 } 来 确定 。 
定理 3.3 设 p(2) 是 多 分 辩 分 析 的 扩 度 函数 ,{ 加 } 是 与 9 对 应 的 滤波 器 , 吾 (w) 是 它 的 
频 域 形式 , 则 


(1) |E(o)1 十 | 了 (oo++m 时 = 一 1 《3, 36) 
(2) 车 人 入 } 满足 》 | 关 | 一 1, 且 Co) 连续 而 g(0) 天 0, 则 


开 (0) 一 1 53.37) 
证 明 《1) 由 于 的 纺 是 MRA 的 扩 度 函数 ,所 以 {psCDjsz 是 闪 范 正 交 的 。 
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由 定 理 3. 1, 有 
19Co 二 2hD| 一 1， Yo 
由 式 (3, 35), 有 


将 上 式 代入 前 一 式 , 得 到 
允 


=] 


习 | 如 (全 + 可 | |s( 人 + 可 
将 起 中 求 和 指标 分 为 奇偶 两 组 分 别 求 和 ,得 到 


六 刀 ( 全 十 2pr] |z 公 十 2kz] 


4 











2 


十 











3 


卫 | al(+amta] =1 (3.38) 





(人 +am+a 





由 于 瑟 (w) 的 周期 为 2r, 且 对 任意 的 w, 恒 有 》 |@(o 十 2kr 十 x)|: 一 1, 令 臣 (3.38) 中 的 
6 一 汪 凡 一 全 十 m 则 有 


| 于 (的 时 2 7188 十 3) 上 十 | 于 (8) | >) 19 十 28x)|: 一 
直 中 


| 本 (9| 十 | 村 一 1 
再 将 乒 成 习惯 常用 的 w ,得 
| 本 (oo 十 18o+m|=1 
(2) 在 式 (3. 35) 中 , 令 w = 0, 有 
(0) = 百 (0? 和 (0) 

由 g@(0) 关 0, 知 开 (0) 一 1。 

定理 3. 3 表明 ,由 p(D) 或 相应 的 滤波 器 豆 (o) 构造 正 交 小 波 时 ,要 求 可 (w) 须 满足 的 
必要 条 件 为 式 (3- 36》 和 式 (3, 37) 由 式 (3. 37) 我 们 还 得 出 一 个 重要 等 式 : 

六 一 全 (3. 39) 


条 件 式 (3. 36) 称 为 正 交 条 件 ,H(o) 也 称 为 共 罗 正 交 滤 波 器 或 共 镜 像 滤波 器 。 由 于 
了 (0) 一 1 (rr) 一 0, 因 此 有 财 还 称 呈 (o) 为 低 通 滤波 器 。 
定理 3.4 设 {V jez 是 一 个 多 分 辩 分 析 ,9( 娘 是 尺度 画 数 ,{W,) 是 {V)) 所 确定 的 小 
芒 空 间 ,车 内 D)E 殉 ，, 则 有 {gjaezE 已 ,使 
承 人 的- 忆 see- 记 (3.40) 
证 明 由 式 (3. 15) 可 知 , 环 ,CYo ,所 以 多 D) 可 用 V。 的 基 表 示 ; ， 
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部 (全 = 已 sec 一 


且 
一 vv 工 1 咱 革 一 
g& 一 《和信 ),r 妨 )， EZ 
式 53. 40) 两 边 取 Fourier 变换 ,得 频 域 形式 
有 (2o) ~ G(o)g(o) (3.41》 
其 中 
Go = 有 Cuw = 志 玉 ae wx (3.42) 


式 (3, 40) 也 称 为 双 尺 度 方程 。 式 (3. 19) 和 式 (3, 40) 这 两 个 双 尺 度 方程 是 MRA 赋予 尺度 
函数 p(2) 和 小 波 函 数 wbD 最 基本 的 性 质 . 式 (3, 42) 中 的 C(o) 或 1gejiez 被 理解 为 与 凡人 
要 应 的 滤波 器 。 

如 何 利 用 MR 人 AAA 的 尺度 函数 8(5D 构造 现 , 中 的 小 波 内 世 , 从 信号 处 理 上 或 从 频 域 上 来 
考虑 ,就 是 由 9 的 相应 的 滤波 器 互 (au) 如 何 构造 与 小 波 相应 的 小 波 器 G(w) ,下 面 的 定理 是 
G(ow) 成 为 滤波 器 应 满足 的 条 件 。 

定理 3.5 设 8(bD 是 给 定 的 MRA 的 尺度 函数 , 则 














CD WD E WHOG(OTHa+mDGwTmD =0 《3.43) 
(2) {Wt 一 辐 ) jacz 构成 规范 正 交 基 兮 
Go 下 十 |GCo 十 站 于 一 1 《3. 447 


(3) 式 (3.43) 和 式 (3. 44) 是 {9G 一 如 jusz 构成 克 。 的 规范 正 交 基 的 充 要 条 件 。 
证 明 ” (D WD E WoG(ADypGt 一 AD 一 0 YAEZ, 面 


GovgG 一 本 二 | oscoerdo= 
贡 G( 史 je( 公 ) 瑟 全)8 侣 jw 
间 ,c( 史 二 全 | 全 
去 号 |“ 人 人) 卫 


























2 
到 |e( 公 | wa 

二 忆 |c( mx) 刀 ( 全 十 mm) d 人 (人 Fn) “edu 一 

二 ea 全 +aaj| wa 














双生 十 2m 十 可 ， 











去 | (有 F2mr+ 对 天 和 二 2m 二 可 | 
(G, 了 人 3 2x 的 函 ) 




















中 ec 作 上 | 
到 ef i xj 于 二 xz 十 2mz]| 思 
和 Ta :areu-on 
cels ao 
即 GoRo Go+mDEo+mD = 


《2) 的 证 明 ,与 定理 3. 3 的 证 明 类 似 。 
《3) 必要 性 的 证 明 ,从 (1),(2) 的 证 明 可 以 得 到 。 
现在 只 须 证 明 : 当 届 蚊 满足 式 (3. 43) 和 (3, 44) 时 ,{Wt 一 &) jaez 构成 砚 。 的 规范 正 交 
基 。 由 于 V., = Vs 四 ,从 而 只 须 证 明 {pt 一 站 , 愉 一 ))asz 构 成 V-: 的 规范 正 交 基 。 由 
(1) ,52) 中 已 证 明 过 的 内 容 可 知 , 剩 下 的 问题 就 是 要 证 明 { 以 :一 妨 }uez 在 匈 。 中 是 完备 的 ， 
为 此 只 要 证 明 {p(t 一 二 , 克 夺 名 )uez 在 V-, 中 是 完备 的 。 换 句 话说 ,就 是 要 证 明 在 Y-; 中 不 
再 有 非 堆 的 函数 ab) 与 19( 一 外 2 一 和 jsz 正 认 。 
设 *E V-: ,如 果 证 明了 
Cr8 人 4 一 阅 ) 二 人 一 交 > 二 0 VE 了 (3. 45) 
必 有 # = 冯 0, 则 得 到 了 结论 。 
当 z(5 拓 V- 则 有 
(一 27oup( 有 一 >yat29(2L 一 
取 Fourier 变换 ,得 


地 (oo) = UCa) = 方 瑟 “ es6( 人 )， we [02m] 


他 二 


“ 4( 介 - 训 ee 
此 时 
oa 人 他 
GD 一 加 = 直人,etoe 人 一 
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Ceecre ear 


二 (Je( 史 ) 开 全 2( 和 Ja 


( 令 四 一 由 十 2nzr)》 ， 
e( 生 +o]| 


其 下 4 全 + 四 天 车 + 岂 上 
直 [4( 电 (使 )+4( 晤 十 zj 有 ( 晤 +]erdo (3.467 











nEZ 


同样 





《ze(D CI 一人)》 = 志 | [4 人 二)5( 汉 +A( fxjG( 全 1 可 jd (3.47) 
由 式 (3.46) . 式 (3, 47) 可 知 , 式 (3, 45) 成 立 兮 
Au) (ao) 十 4(e 十 四 妊 (o 十 z 一 0 


一 ，- 把 E [or] (3,. 48》 
4(w)G(o) 十 4A(w 十 mr)GGo 十 一 0 


但 式 (3. 43)》, 式 (3. 44) 和 式 (3, 36) 的 成 立 , 表 明和 矩阵 
王 (o) Go) 
(o 十 mm) Go 十 m) 
是 西 矩 阵 , 从 而 式 (3. 48) 成 立 后 4(u) = 4(o 十 rm) 一 0, 对 Yoge [0,m]。 于 是 由 志 Co) 一 
Ka) 贡 (ao 一 0 可知 xb 王 0。 

类 似 于 定理 3. 3,G(w) 称 为 共 斩 镜 像 小 波 器 ,有 时 也 称 为 高 通 滤波 器 (G(0) = 0) 。 

在 3. 2 节 中 谋 过 ,如果 能 找到 一 个 红 , 它 的 平移 系 构成 榴 , 的 规范 正 交 基 , 则 利用 
多 昌 的 伸缩 性 ,{ 风 si }uez 可 构成 厂 ; 的 规范 正 交 基 .进而 利用 世 (R) 的 小 波 空 间 分 解 式 ， 
可 以 得 到 六 (CR) 的 规范 正 交 基 。 现在 有 了 定理 3.5, 就 可 以 由 满足 条 件 式 (3.43) 和 
式 (3, 44) 的 内 划 来 构造 邢 , 的 规范 正 交 基 。 


3.4 了 (CR) 的 小 波 基 的 构造 及 示例 


(3. 49》 





3.4.1 亚 (R) 的 正 交 小 波 基 的 构造 方法 


设 {V jbez 是 王 (R) 的 一 个 MRA,p(o) 是 它 的 尺度 函数 。 由 8 构造 多 芒 * 进 而 构造 
亚 (R) 的 小 波 基 { 几 :CD juez 的 方法 ， 
(1) 由 gp(D 及 式 (2o) 一 五 (o) 仙 (w) ,确定 匡 (wo) 


(2) 取 G(o) = e 下 (十 加 (显然 这 不 是 确定 Gw) 的 唯一 方法 ,只 要 Go) 满足 式 
(3. 43) 和 式 (3. 44) 都 可 以 ,例如 取 G(o) = ee 囊 (o 十 z) 等 ; 


分 析 与 应 用 基础 ， 


(3) 由 有 (wo) ,Gow) 本 惠 (2o) = Go)gB(o) ,确定 更 (ao); 

(4) 出 更 (w) 和 道 Fourier 变换 确定 以 D。 

上 述 方法 是 在 频 域内 进行 的 。 雁 易 验 证 , (2) 中 所 取 的 GCo) 满足 式 (3.43) 和 式 
(3. 44) 事实 上 ， 


再 (w)G(o) 十 了 十 mG(o 十 驹 一 再 (o) 再 (十 中 操 十 再 (e 十 闪 人 一 人 有 (Go ) 一 0 
式 中 ,也 (o) 的 周期 是 2r。 
16(o) | 十 16 十 三 = | 芋 (o 十 本 | 十 | (Co 十 2r)| 一 
| Ho++|Ho =1 














同样 ,在 时 域 中 也 有 相应 的 方法 : 
4) 由 8D 及 双 尺 度 方程 式 (3. 19) 确定 (5 jtezt 
(2 取 g 一 (DAynE2i 
《3) 由 多 D 18,) 及 双 尺 度 方程 式 (3. 40) 确定 民力 。 
在 (2) 中 ,所 取 的 {g。} 与 频 域 中 的 G(w) 取 法 相对 应 : 
Go) = ee 理 (o 十 四 一 3 = 


24EZ7 





工 站 1 四 
(一 轨 鞭 ,era 一 (一 JI- 咏 ein 一 


工 一 训 
起 Des 
如 果 先 考虑 在 时 域 中 构造 #(, 则 要 求 g 满足 的 条 件 与 G(o) 满足 的 条 件 式 (3. 43) 
和 式 (3. 44) 等 价 ( 此 处 设 yg, 为 实数 ) 。 
guo 一 0 | 
gg 一 名 0， VE 
此 时 对 gb 在 时 域 中 的 要 求 是 ; 
吕 人 rm 一 So，VYrEZ (3.51) 
以 上 构造 小 波 叱 吕 的 方法 党 简单 说 成 是 由 MRA 构造 小 波 的 方法 。 
3.4.2 构造 小 波 的 示例 


例 3.1 构造 Haar 小 波 。 
取 尺 度 函 数 


(3. 50) 


oo 人 全 [0,1) 
了 0， 其 他 








则 go = 革 一 
]o 











1 一 ee 1+e” 1 一 ee 1 十 ev” 
更 (2ow) 一 2 了 二 一 一 邓 (ow) 
一 瑟 2o)》 -1 十 e” 
Bo 
_ eu 一 1 


到 Go = em 是 (o 十 阅 = 二 


下 (四 








1 we 全 一 1 一 
% 9 一 寺 ， 4 全 和 ed 
1 外 Teitze-D 呈 iar 全 4 区 一 
对 ,es 人 (jc 3 
力 代 一 划一 弘 20) 





即 
1 一 1 
一 了 0 科 ! 二 可 
加 图 3.5 Haar 小 波 
4 一 人， 了 <i<1 (3, 52) 
0， ”其 他 


同样 ,也 可 以 在 时 城 构造 认 咏 。 
到 9 同 前 面 一 样 , 则 gb 的 平移 系 {p4 一色 )sez 张 成 子 空间 


册 = (FDIAD = 补 oapgG 一 ae 
名 


由 MRA 的 伸缩 性 质 , 有 
册 ={gGD) Ts = dp( 一 人 dt E} 
上 也 


人 太 = (人 z(O1z 人 一 ea272p(2 一 要 fa E 忆 )} 
名 


由 双 尺 度 方程 式 (3 19》, 有 











“= 齐 9 人 全)5G 一 Dd 二 | 下 = 上 上， 一 1 


2 
0)， 下 为 其 他 整数 
取 忆 = (一 Dr-sonEE' 有 
一 工 ， 1 一 
厅 ， 下 二 0 
中 志 开 一 工 
0， 寻 为 其 他 整数 


由 双 尺 度 方程 式 (3. 40), 有 
册 站 二 28 下 一 一 多 2 十 红 2 于 一 1) 
扎 


部 得 出 光 纺 的 表达 式 (3, 52) 。 
例 3.2 构造 Shannon 小 波 。 


取 p(D = 5 , 风 gt) 的 FouriEr 变换 ( 见 式 (1.41)) 为 

















1， 1o|<r 
6(o) 一 
wo- 人 项 
出 本 2u) = (w) 和 (wo) ;得 
1 lo|<< 部 
五 (o) 一 
0， 于 委 |ol<x 
取 
_ em， 一 至 <o<- 于 
Cow) 一 ev"(o 十 gf 一 
0 一 于 委 o<<0 或 一 or<w 专 及 


由 (2o) = Go)g@(w) ,得 
一 工 或 工 
ro ， 一 K 雪 中 毛 3 或 3 <w<x 


0， ”其 他 
wo 人， 一 2z < oo< 一 xx 或 zx 所 wo 所 2 
0， ”其 他 


《3.53) 





所 以 





| 四 
央 昌 一 去 | ee do 二 | ee gu 一 


sin2r{: 一 上 ) 盖 sinr[: 一 王 ) 本 
(一直 
在 上 面 的 构造 过 程 中 ,如 果 取 G(o) = e* 吾 (o 十 四，, 则 可 得 到 
本 sin2x[ :十 王 六 sinxfz 十 二】 








x(+ 到 
由 此 可 见 , 与 一 个 尺度 函数 对 应 的 小 波 画 数 并 不 唯一 。 

前 面 讨论 的 是 由 MRA 的 尺度 函数 p(t) 出 发 来 构造 小 波 WD) ,其 基本 过 程 可 表示 为 ， 
CD 一 二) -> Ho) -> G(o) -上 o) 一 站 D 或 者 是 ,gp -1 一 人 本) 人。 由 于 
可 以 证 明 , 任 何 尺度 函数 PCD 可 以 被 共 二 镜 像 涉 波 器 的 离散 形式 {j} 所 确定 ,因此 在 实际 
应 用 中 ,可 以 通过 设计 滤波 器 ,由 滤波 器 出 发 构造 小 波 。 这 个 问题 将 在 第 4 章 中 讨论 。 

从 这 里 可 以 看 出 滤波 器 (组 ){ 恩 ,gr) 或 频 域 形 式 { 五 (o),G(w)} 的 重要 作用 。 由 于 
(Ho) ,G(o)) 是 {p(D, 太 D} 对 应 的 滤波 器 ,H(w) 一 双 (2w)/g(o),G(o) 一 几 (2o2718(o)， 
所 以 民 详 和 居 的 许多 性 质 都 可 以 通过 五 (o) 和 Co) 在 频率 针 上 反映 出 来 ,因此 常常 需 
要 把 同样 的 一 个 问题 从 责 个 不 同 的 方面 来 考虑 ,一 方面 考虑 尺度 函数 和 小 波 , 另 一 方面 考 
虑 它们 对 应 的 滤波 器 。 














3.5 Mallat 算法 


3.5,.1 小波 级 数 和 函数 的 多 尺度 逼近 


由 2.3 节 及 3.3~3.5 节 的 讨论 可 知 ,给 定 一 个 MRA 以 后 , 己 (R) 可 以 分 解 为 两 个 子 
空间 序列 , 即 


工 (R) 一 由 巴 = limy， (3.56) 
了 (R) 一 电 且 《3.57) 





(ojiacai 作 的 jiuez 分 别 是 尺度 空间 Vi 和 小 波 空间 克 , 的 规范 正 交 基 。 
式 (3.56) 表明 ,对 于 充分 大 的 JJ = 一 站 ,有 忆 (R) ssVr ,此 时 ,对 站 ADE EL(R) 





有 





FED 全 太一 2 ( 访 pDors(D 一 >craprtD (3.58) 
筷 筷 


式 中 , 户 表示 了 在 中 的 投影 ,有 时 将 疡 也 写成 户 。 
式 (3,57) 表明 ,对 YJ(CD E 巴 (R), 有 
FFD 一 人 ( 户 册 全 的 一 ga (3. 59) 
式 中 ,de 一 〈《 户 用 0) 洒 丰 生 志 是 /DOD) 的 离散 小 波 变 换 , 也 称 为 正 交 离散 小 波 变换 。 
式 (3. 59) 称 为 产 避 的 小 波 级 数 ,也 称 为 疙 D) 的 正 交 小 波 分 解 , 同 时 也 可 以 看 成 是 
Jo 的 重 构 公 式 。 
然而 ,利用 式 (3. 59) 重 构 六 六 是 不 可 能 的 ,因为 我 们 不 能 求 出 无 穷 多 个 不 同 尺度 的 
小 波 系数 {dis},-eez。 由 于 在 实际 问题 中 ,仪器 所 记录 的 信号 总 是 只 有 有 限 的 频率 ,因而 我 
们 总 可 以 假设 Yo 是 具有 最 高 频率 的 函数 空间 ,所 以 有 F(D E Was。 如 果 这 个 条 件 不 成 立 ,由 
前 面 的 讨论 知 , 可 设 F=: 户 .由 于 
现 = 册 国 册 一 网 四 了 册 四 克 = 一 凡 四 克昌 克 辣 四 由 本 (ad) 


式 (9) 中 ,第 一 个 等 号 表示 的 频率 范围 从 是 V, 的 一 半 , 即 | 0, 二, 且 是 Y 的 低频 部 分 ; 

















而 W， 的 频率 范围 是 Y; 与 之 间 的 部 分 , 即 | 主 ,1 ,是 一 个 有 限 频带 ,通常 称 为 Yu 的 高 频 
部 分 或 “细节 ”第 个 等 式 表示 频率 范围 从 2 到 2 进行 了 了 次 小 波 分 解 ,Y, 的 频率 范 
是 |9, 方 ],W， 的 频率 范围 是 | 广 ,5; ],…，W， 的 频率 范围 是 | 二 ,1 ],W， 的 频带 是 互 不 重 


王 的 , 它 表现 了 不 同 频带 中 的 “细节 ”.Y; 是 wo 中 的 低频 部 分 ,表现 了 。 的 “概貌 ”。 
所 以 















































了 了 
KKD = 2eugos 介 二 2eugh 人 十 2 2 人 一 


了 
万 人 十 18 人 0D， 了 六 《3, 60) 
其 中 
他 一 《 方 gri， 赤 挟 了 《3, 61) 
马 .一 《 方 凡 0， 天 和 也 《3, 62) 


如 同 前 面 对 空间 分 解说 明 一 样 , 式 (3. 60) 中 的 方 们 = > crugjsfD 是 Fi) 在 尺度 了 下 
的 一 种 逼近 , 是 75 的 第 ] 级 “模糊 像 ”。 它 表示 的 是 F(z) 的 频率 不 超过 2 的 成 分 。 
式 (3. 60) 中 前 区 人 一 > dyise(p) 是 7 的 频率 在 2 到 2 之 间 的 组 节 成 分 ,也 是 
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7bD 在 驳 , 空间 的 正 交 投 影 fw (已 。 

式 (3.61) 称 为 乓 D) 的 离散 逼近 , 式 (3. 62) 称 为 AD 的 离散 细节 ,也 就 是 了 的 离散 小 
波 变换 。 

3, 5.2 ”利用 滤波 器 实现 小 波 变换 快速 算法 


这 里 的 快速 算法 是 指 Mailat 提出 的 计算 ce 和 ix 的 算法 。 - 
如 果 已 经 确定 了 9(D 和 光芒 ,那么 要 想 知道 .六 2z) 的 各 种 尺度 逼近 户 (o 和 在 尺度 7 下 
的 细节 ,由 式 (3, 60) 可 知 , 只 需要 知道 {cejiez 和 {dijseze 下 面 是 其 计算 公式 的 推导 。 
由 于 Ya CVD = Yn 四 = 因此 任 一 六 D E 杞 ,可 以 用 基 {g,e} 表示 ,又 可 以 用 
基 {pru HL 来 表示 : 
了 = oopin 一 coopoe 十 dr 《3.63)》 
因为 Van 上 邢 j* 所 以 由 式 (3. 637 可 得 
CH 一 (co 一 ee 




















而 人 (gwosas) 一 所 je 公 zj8( 庆 一 避 业 = (全 开 = 让 一 由 
间 coz 和 + 人 
由 双 尺 度 方程 9 人 (于 = 看 up(z 一 四 
有 
9 人 (到 十 一 外 = 谨 2iog(z 二 ma 一 路 一 四 
代入 上 式 ,得 
人 gang 一品 下 | wa 了 Lz 一 om 一 as 十 2]dz 和 aa (3.64) 

从 而 有 

cs = oa AGEEZ (3, 65) 
同 理 有 

an 一 邹 9 2 才气 (3.66) 


式 (3. 65) 和 式 (3. 66) 即 是 Mallat 快速 分 解 算法 ,从 公式 中 可 以 看 出 ,只 要 知道 滤波 器 {A } 
和 1g, = (一 TD) 咏 ,由 初 好 序列 {fo ,mj， 就 可 以 算出 所 有 尺度 系数 fcisj 和 小 波 系 数 





小 滤 分 析 与 应 用 基础 


Lvmirmecair -ahncomconcmira 


{@ 4 ,其 过 程 可 用 图 3. 6 表示 ， 


{cos) 二 (ea 


图 3.6 分解 算法 示意 图 


如 昌 已 知 分 解 后 的 系数 {cr.,} 及 (di,} ,要 重建 原来 分 解 前 的 系数 {c,,}, 岩 由 上 面 的 


逆 过 程 容易 得 到 重 构 公式 ， 
cr 二 oa 十 dangtca，， 天 所 
这 个 公式 的 推导 并 不 困难 , 仍 从 式 (3. 63) 出 发 ,可 得 
co 一 ogg 昌 十 (dhs 力 sy 风 呈 一 


cs 人 gesP 十 Cs( 册 is) 
类 似 式 (3. 64) ,有 
《网 Hb 多》 一 大 
《 抽 ms 多 一 Re 
代入 上 式 , 即 得 式 (3.67)。 
些 重 构 过 程 如 图 3.7 所 示 。 
人 (cr 
(dr 7 1 { 人 人 





图 3.7 重 构 算法 示意 图 


(3.67) 


再 来 分 析 一 下 Mallat 的 分 解 式 (3, 65) . 式 (3, 66) 及 重 构 式 (3, 67) .在 推导 Mallat 分 解 
公式 以 前 , 先 假设 了 gp(D AD 已 知 。 而 从 上 述 几 个 公式 来 看 ,如 时 能 从 其 他 途径 找到 或 构 
造 出 滤波 器 组 {jiu gsjsez, 则 完全 不 必 知 道 p(D 与 几 世 ,就 能 从 初始 系数 {coe} 出 发 ,直接 
应 用 Mallat 算法 得 到 分 解 系数 {c ,tj ,faie}) ,或 者 利用 已 知 的 分 解 系数 {crs},{dr} 直接 
重 构 .AD ,这 就 是 Maljat 算法 被 广泛 应 用 的 原因 .在 实际 中 ,有 些 常 用 的 小 波 基 根本 没有 
解析 表达 式 , 只 有 滤波 器 { 刀 } .日 前 已 有 很 多 被 梅 造 出 的 让 波 器 { 柬 ) 和 {gi}, 供 实际 工作 





者 选用 。 


从 Mallat 计算 公式 (3, 65) . 式 (3. 66) 及 式 (3. 67) 来 看 ,可 以 表示 成 给 阵 运 算 等 式 ,从 
而 算法 结构 很 清楚 。 但 当 序列 {cjs} 较 长 时 , 托 阵 维 数 很 高 ,所 占 空 间 也 就 很 大 .在 实际 中 ， 
由 于 卷 积 运算 有 现成 软件 支持 ,所 以 下 而 把 Mallat 计算 公式 写成 郑 积 形式 ,以 重 容 易 在 计 


算 机 上 实现 。 
离散 卷 积 公式 定义 如 下 ， 
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rmirmrmemororormormcmrrer 


jx 8[ 和 ] 一 芝 [8[R 一 柯 
为 了 表示 更 清楚 ， 习惯 上 把 序列 下 标号 写 在 [] 内 。 先 引 人 下 面 的 记号 ， 


记 二 [四 = zx[ 一 阅 ， 
如 
记 各 -| 国 “为 俩 数 
0， 为 奇数 


其 四] 是 z[o] 的 播 零 函数 ,这 样 ,分解 公式 就 可 以 写成 卷 积 运算 形式 (这 里 设 {M[z],g[o]》 
为 实数 序列 )， 


ci[ 站 一 cfp]i [2 一 四 一 xp [32 和， 大 会 开 (3. 68) 
da[ 问 = io[ 四 人 [号 一 四 一 exe [2 的， 大全 了 《3. 69) 

类 似 地 ,利用 卷 积 的 可 交换 性 , 重 构 公 式 写 成 
[各 一 包 n* 站 要 十 由 有 [各 ， 所 (3.70) 


式 (3. 68) 、 式 (3. 69) 表明 ,cr [外 和 dh [名 亲 几 of] 分 别 与 二 [四 和 及 [站 作 卷 
积 (可 理解 为 泪 波 ) 后 再 每 隔 一 项 作 采 样 得 到 ,如 图 3. 8 所 示 。 








图 3.8 小 波 分 解 卷 积 算法 流程 图 


图 3.8 中 从] 和 让 -分别 表 示 低 通 和 高 通 滤波 器 ,由 此 者 来 ,Mallat 分 解 算法 实际 上 是 
对 信号 {Cixjues 作 一 系列 的 你 通 涉 波 和 高 通 涉 波 后 ,把 信号 分 解 到 一 个 低频 带 和 若干 个 
高 频带 频率 域 上 。 

式 (8.70) 表 明 , 将 eri[ 由 与 起 a[ 中 每 两 项 之 间 揪 入 一 个 零 后 ,再 分 别 与 下 本 和 &[z] 
作 卷 积 ,如 图 3. 9 所 示 , 即 可 得 到 cj[ 扫 ]。 








4 一 > 上 2 上 一 罗 8 
图 3. 9 ”小波 重 构 卷 积 竺 法 流程 加 





小 涉 分 析 与 应 用 蔷 础 


3.5.3 初始 序列 {oe} 的 计算 
在 实际 应 用 中 , 设 输 入 信号 ftD) E 亚 (R) ,但 无 法 确定 浆 b) 属于 电 个 尺度 空间 Y,, 所 
以 只 能 用 Fo 在 V 中 的 投影 来 近似 表示 (9 ; 
FiD)m 广 四 = 并 ( 访 pOpeD = cup 人 (CD 《3.71) 


显然 户 《 区 ,所 以 可 以 从 V 空间 开始 对 Fe 进行 小 波 分 解 ,ce 一 《〈 产 .作为 补 
始 序列 , 代 人 分 解 公式 .对 ciz 的 选取 非常 重要 ,因为 它 决定 着 Mallat 算法 的 精度 。 下 面 给 
出 一 种 简单 的 选取 方法 。 想 进一步 了 解 其 他 方法 的 读者 ,可 参阅 文献 [7,9]。 


在 实际 中 ,研究 信号 时 总 是 先 对 信号 六 D 进行 采样 . 设 采样 问 隔 工 一 广 , 不 妨 将 了 单 
位 化 , 记 了 = 1, 这 样 得 到 一 系列 的 样本 值 {7L 妇 } .引入 单位 脉冲 


1，0 扫 :上 < 了 了 
3[ 吕 二 (3.72) 
四 和 其 他 
于 是 
站 se ODS 一 站 (3.73) 
5 


当 采 样 间隔 充分 小 ,g( 妇 满足 一 定 条 件 时 (例如 ,见习 题 6) ,其 性 质 类 似 于 BC2 ,于 是 
在 式 (3.73) 中 用 9 一 名 代替 3 一 妨 , 有 


认 D ss 症 成 有 2 一 站 (3.74) 
比较 式 (3, 71) 与 式 (3, 74) ,可 知 取 
cu 一 DREZ (3.75) 


由 于 实际 中 所 有 由 仪器 记录 前 信号 总 是 频率 有 限 的 信号, 故 总 可 以 假设 式 (3.71) 中 
的 全 二 训 ， 即 V。 是 具有 最 高 频率 (最 精细 的 细节 ) 的 首 数 空间 。 这 样 , 式 (3.75) 中 的 
cu = A)》 也 是 很 自然 的 。 

六 昌 在 包 中 前 投影 , 即 头 六 在 扩 度 放下 的 通 近 式 为 

万 G= (pa 人 GD 一 con222p(2 二 一 各 (3.76) 
令 #= 3 可 得 
态 (2) 一 22ce 大 区 忆 (3.77) 
这 便 是 大 D 在 7? 尺度 下 的 数值 逼近 形式 ,其 中 ce 由 Mallat 算法 公式 (3. 65) 确定 。 由 于 
记 D = 方 四 十 画 (D 
所 以 ,万 (9 相对 于 方 :D 余下 的 网 节 
已 圭一 宫 怀 信人 一 2 扩 2 一 外 一 
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双 2 人 82 人 (Pt 一 号 一念 一 
急 


2EZ 


邮 (> 0D72 二 ) (2-9Dt 一 7 


党 二 
令 上 = 2 0 得 


疡 (2 一 2 2002 ds 人 有 (3.78) 


这 就 是 (六 (248) jez 相对 于 { 户 ;(2260 jes 的 剩余 细节 的 数值 形式 , 式 中 必 v 由 式 (3. 66) 
计算 。 

值得 注意 的 是 ,上 述 初 始 序列 cvu 的 确定 ,对 于 小 波 分 解 后 的 作 图 是 很 有 利 的 ,但 不 能 
用 于 时 频 分 析 作 图 。 


3.5.4 ”用 郑 积 实现 Mallat 算法 的 技术 细节 


在 图 3. 8 和 图 3.9 中 ,符号 “+ 2 表示 向 下 抽样 , 即 在 离散 序列 {z[A])》 中 ,每 陋 一 个 点 
取 一 个 点 。 例 如 ， 

z[ 培 :， …9z[ 一 2],z[ 一 菇 ,z[9,z[]，z[2] 

xz[2 隔 一 上 2z[ 四 ， yz[ 一 全 ,zfE0],z[ 弥 ,xz[4， 

而 符 导 “+ 2" 表 示 向 上 抽样 , 它 与 播 从 函数 半 [ 丘 表示 的 意义 相同 , 即 在 离散 序列 z[b] 
中 ,每 两 点 之 间 捅 人 一 个 “0”, 例 如 ， 

Z[ 税 ， 5z[ 一 纪 z[ 一 1 茹 sz[0],z[1],z[2]，z[ 人 ， 

是 [ 咎 = 不 2z[ 问 ， yz[ 一 3],0,z[ 一 菇 ,0,z[0],0)z[1]， 和 05z[ 和 0 

(1) 分 解 算法 。 

1) 分 解 算法 的 输入 、 输 出 。 

输入 :采样 信号 拒 们 ,= 01… 江 一 1( 工 一 20 , 共 印 镜像 滤波 器 丰 [5( 设 长 度 为 六 。 

输出 ,j 次 小 波 分 解 系数 和 最 大 尺度 系数 ， 


di[ 妇 休 一 0 过 一 证 
王 





刀 [ 妥 伏 一 0 下) 


2) 分 解 算法 的 计算 步 双 。 
第 1 步 :由 并 站 算出 高 通 滤 波 器 ， 





小 油分 和 煌 与 应 用 基 珊 


中 柯 = (一 DC 一 可 (长 度 也 是 六 
注意 ,当天 的 下 标 出 现 负 数 时 ,可 利用 移 位 方法 消除 负数 。 
第 2 步 : 求 出 此 轨 ] 和 8 的 反射 入 { 四 和 8 [四 (和 8 正好 是 和 8 的 道 序 ) 。 
第 3 步 : 令 o[ 圈 一 (Lo ,7 革 一 可 里 7 一 0。 


第 4 步 ,由 着 积 公式 cu [ 序 ]= 6 x 太 [ 问 算出 低 通 分 量 sr | 二]， 
由 卷 积 公式 drn | 半 ]= o* gr- [] 算出 高 通 分 量 an| 专 ]。 


第 5 纱 ' 对 [要 ] 和 da[ 二 | 办 别 删 除 前 ?一 个 元 素 , 再 向 下 抽样 (+ 2) ,得 到 你 


分 量 c+[ 妇 和 高 通 分 量 心 ri [ 妇 。( 至 此 完成 一 层 小 波 分 解 ) 
第 6 步 , 若 ; < 工 一 1, 置 ; = ) 二 1, 转 第 4 步 , 否 则 ,停止 。 得 到 分 解 序列 


[9 性 -1]4tod[ 才 -下 


oo we 起- 器 

附注 :由 卷 积 运算 可 知 , 当 序 列 的 长 度 为 寺 , 序 列 5 的 长 度 为 时 , 卷 积 后 的 长 订 为 
工 十 :一 1。 它 比 了 的 长 度 多 了 1 一 1 个 。 所 以 在 第 5 步 中 删 去 了 1 一 1 个 元 素 。 至 于 删 去 前 边 
?一 1 个 元 素 还 是 最 后 ! 一 1 个 元 塞 ,与 卷 积 运算 实 现时 的 顺序 有 关 。 这 里 删 去 前 边 的 :一 1 个 
元 素 , 是 基于 用 Matiab 软件 实现 卷 积 运算 。 

《2)》 重 构 算法 。 

1) 重 构 算法 的 输 人 、 输 出 。 

输入 ; 共 斩 镜 像 滤波 器 [9]( 长 度 为 站, 次 分 解 小 波 系 数 和 最 低层 尺度 系数 为 


di 间作 = oa 和 一 





2 
一 工 _ 
屿 [ 癌 人 = 0 这 ]] 
工 


d[ 柯 = 0 


ca[ 缮 全 = ol 者 一] 
及 重 构 信 号 的 长 度 工 。 


输出 ; 重 构 信号 放 赔 (= 01 江 一 D。 
2) 重 构 算 法 的 计算 步骤 。 
第 1 步 :由 低 通 滤波 器 并 7 算出 高 通 滤 波 器 ， 

















8[ 何 一 (一 DT 一 四， 《长 度 一 食 

第 2 步 :长 度 工 ; 一 L/21。 

第 3 步 : 取 出 第 J 层 分 解 的 高 通 分 量 @j[ 妇 (na = 0,… 沁 一 1) 及 低 通 分 量 5 [一 
0,… 江 一 1 ,进行 插 零 ,算出 巴 及 上 b|(C; = [加 ,Di = d[), 置 ;= 

第 4 步 : 由 公式 

[= Axci[ 间 十 gx 由 
计算 由 上 一 层 的 低 通 分 量 ci[ 妇 (删除 一 1 个 边界 元 素 ) 。 

第 5 步 , 若 ) > 1, 置 J = j 一 1, 返 回 步骤 3; 否则 ,停止 得 到 重 构 信 号 /四 (> 一 
0，1，…， 工 一 1)。 

在 上 面 的 算法 实 更 中 , 当 信 号 的 长 度 有 限时 ,在 边界 点 上 不 可 避免 地 会 产生 误差 。 为 
保证 对 原 信号 的 分 解 与 重 构 是 精确 实现 的 , 常 采取 一 种 边界 延 拓 的 方法 .所 谓 边 界 延 拓 ， 
就 是 增加 信和 号 的 长 度 ,将 边界 延 拓 到 原 信 号 之 外 。 常 用 的 边界 彗 拓 的 方法 有 ， 

(1D) 霍 延 拓 ; 

(2) 光滑 常数 延 拓 ; 

(3) 对 称 延 拓 ; 

〈4) 周期 延 拓 。 

设 原 信 号 cLR] 的 长 度 为 刀 即 并 = 0 1 和 一 1( 常 到 一 24,PE N) ,又 设 请 波 器 长 


度 为 ，, 每 次 分 解 只 需 在 原 信号 左右 两 边 延 上 [二 个 元 素 ， 


(1) 堆 延 拓 。 
原 信号 :{e cc } 
延 折 后 信号 (00;c ccrly00)。 











四 僻 

《2) 光 清 常数 延 拓 。 

延 扫 信号 :oo co yc cr ycc cr 
向 疝 | 


(3) 对 称 延 拓 。 

延 拓 后 信号 ( 当 Z 是 偶数 时 ) (ce [的 -eyeoyeeroec 引 

延 拓 后 信号 ( 当 ?是 奇数 时 ) if{c [ 扑 ， 了 eaycoyescrlyeraycrayec nr 有 
这 种 方法 等 效 于 在 信号 的 边界 点 上 作对 称 折 亚 。 

(4) 周期 延 拓 。 

延 拓 后 的 信和 号 : {c_THycoalycoyclyycoilycoycay 和 sd) 

这 种 方法 ,等 效 于 把 信号 变 成 循环 信号 。 








以 上 的 延 扫 方 法 中 ,对 称 延 拓 和 周期 延 拓 最 常用 , 它们 能 够 保证 信号 的 精确 重 构 。 在 
图 像 处 理 中 ,一般 使 用 对 称 延 拓 。 





小 “ 结 


构造 函数 空间 严 《R) 的 小 波 基 , 将 函数 AD) E 亚 (R) 在 这 个 基 下 展开 ( 即 用 基线 性 表 
示 ), 对 于 研究 AD) (信和 号 ) 的 性 质 或 寻找 Fn 的 一 个 有 逼 近 有 着 重要 的 实际 意义 。 
本 章 主 要 研究 二 (了 R) 的 正 交 小 波 基 的 构造 问题 。 
(1) (R) 中 的 多 分 辩 分 析 (MRA) 的 概念 是 一 个 基本 概念 ,应 当 充分 地 理解 和 熟悉 。 
由 MRA 所 确定 的 严 ( 了 R) 的 空间 分 解 式 
V 六 一 纪 四 到 (1) 
GD ~ 站 妈 (2) 
是 两 个 基本 公式 ,它们 给 出 了 正 交 小 波 基 的 构造 框架 :由 Wo 的 正 交 基 me 出 发 ,经 伸缩 构 
造 的 正 交 基 g*,* 再 利用 式 (1) ,由 多 -构造 殉 ; 的 正 交 小 波 基 几 .在 这 个 过 程 中 , 双 尺 
度 方程 式 (3. 19) 和 式 (3. 40) , 即 


癌 ( 罗 = 疡 ppt 一 人) 


蜗 的 - Beeero 
起 着 非常 重要 的 作用 ,它们 是 小 波 理论 中 最 基本 的 公式 之 一 此 外 , 双 尺度 方程 还 给 出 了 
一 个 重要 信息 :可 以 利用 已 知 的 (为 } 来 确定 8(D ,这 给 小 波 理论 的 实际 应 用 带 来 了 方便 。 

(2) 构造 正 交 小 波 基 的 尺度 函数 p 和 小 波 纪 应 满足 的 性 质 或 条 件 ,在 频 域 中 ,它们 就 
是 定理 3, 1 定理 3.2、 定 理 3,3、 定 理 3.4 和 定理 3.5。 这 些 定理 中 的 几 个 主要 条 件 , 即 
式 (3. 36) 、 式 (3. 43) 和 式 (3.44) 可 以 简 述 为 ， 

9(i) 是 尺度 空间 V 的 规范 正 交 基 ,%D 是 砍 ;(VY 在 Vi 中 的 正 交 补 ) 的 规范 正 交 基 ， 
其 充 要 条 件 是 矩 纤 











(3) 
《4 

















且 (w) G(wW 人 
五 (ww 十 mm) Co 十 7) 
是 酉 抢 阵 。 
(3) 式 (3. 34) 和 式 (3. 42), 即 
站 1 -| 
五 (w) = jw) 一 元 冯 2s 后 (6) 
由 1 
G(o) = go) = 二 记 (7) 
他 电 《 人 亏 246e 





第 3 章 多 分 辨 分 析 


也 是 最 常用 的 公式 之 一 ,它们 分 别称 为 { 闵 } 和 {gt) 的 离散 Fourier 变换, 又 称 为 pp 和 乡 对 应 
的 滤波 器 , 记 为 {H(w) ,Go) ) 或 (加 8] 。 前 者 是 频 域 形式 ,后 者 是 时 域 (离散 ) 形式 
对 p 和 由 在 时 戌 中 应 满足 的 条 件 , 可 以 通过 公式 (6》 和 (7), 变 成 
aa 一 史 。 





> jiguan 一 0 ， 天 区 工 (8) 
5 


gguao = Ba 
(4) 3.4 节 给 出 了 构造 二 (CR) 中 正 交 小 波 基 的 方法 ,其 基本 过 程 是 ， 
让 
在 频 域 中 :p(D -> (各 ) 一 Ho 人 (= 呈 Go (= ee 百 (o+mD)- AD 
paw) 








在 时 城中 :8(D 一 (有 一 { 和 二 (一 Ji) 一 风 。 

在 实际 应 用 中 ,由 于 Y(t 可 由 共 罗 正 交 诈 波 器 (加 } 来 确定 ,所 以 可 以 通过 设计 泪 波 器 
来 构造 小 波 基 ,这些 方法 将 在 第 《 章 中 讨论 。 

(5) 快速 小 波 分 解 与 重 构 算法 ,主要 利用 滤波 器 { 思 ,ge} 由 下 面 的 公式 来 实现 ， 

分 解 算法 公式 








Ch 二 er 











， 大 EZ (9) 
纪 H 二 es 
重 构 算 法 公式 
cs crop 十 dogra，， 开 E 了 00) 
初始 序列 {cox} 的 选择 很 重要 ,本 章 给 出 了 一 种 常用 的 形式 ( 见 式 (3, 75)) : 
cs 一 FJ， 二 所 41) 


把 Yo 看 做 具有 最 高 频率 的 空间 ,利用 已 选取 的 {cox} 及 分 解 算法 公式 式 {9), 可 得 F(D 在 
尺度 下 的 数值 训 近 形式 ， 


{ 关 (2 一 202cs， 天生 马 (127》 
及 护 在 V-: 中 的 狂 余 细节 的 数值 形式 : 
刷 (210 一 20 《13 


这 些 数据 可 用 于 六 5 经 小 波 分 解 后 的 作 图 。 
在 应 用 中 ,由 于 有 软件 的 支持 ,Mallat 算法 常用 卷 积 实现 ,其 技术 细节 详 网 3. 5. 4 段 。 


习 题 























1. 证 明 Shannon 采样 定理 ， 


小 波 分 析 与 应 用 硬 础 


若 六 E LE(R) 是 fw) 具有 紧 支 集 , 即 supp 广 = [一 0,9], 则 对 于 Fe) 的 一 组 采样 值 
CTJ(EE ZI 工 一 品 为 采样 周期 ), 有 


四 sing( 一 杂 ) 
GD 一 27CRT? 0 


并 说 明 上 式 的 意义 。 

2. 证 明正 交 MRA 的 仲 缩 性 :AD E 双人 怠 FGD EVDYJTEZ。 

3， 严 (R) 中 的 Riesz 基 与 标准 正 交 基 有 什么 不 同 ,能 否 用 式 (3. 18) 将 Riesz 基 化 为 标 
谁 正 交 基 。 

4 证 明 式 (3, 50) 。 

5. 证 明 式 (3.51) 。 

6 在 下 列 情形 下 证 明 式 (3.75): 


设 9 是 正 交 MRA 的 尺度 函数 ,满足 | ”pdf -1 且 是 紧 支 集 的 ,7 E (BR) 是 连续 


函数 , 当 采 样 间隔 = 坟 充分 小 时 ,有 
Co 一 FAT) 

7. 设 9 与 少 是 Haar 尺 度 函 数 和 小 波 ,V, 与 三, 分 别 是 由 ps 人 5 和 钨 sb 人 E 了) 张 
成 的 空间 。 设 faD 一 eg(2t 一 站 E Yi，* 证 明 ; 若 了 与 9 一 DECGE Z) 正 交 , 则 对 
每 个 2 有 ax 一 一 ax, 且 有 

CD = 宫 ewG 一 必 E 瑟 。 











在 Mallat 算 法 的 公式 (3. 65)、 式 (3. 66) 和 式 (3. 67) 中 , 求 和 一 般 是 无 穷 多 项 的 。 而 在 实际 
计算 时 必须 截断 ,这 样 就 会 引起 误差 此 外 ,在 对 信号 进行 时 - 频 局 部 分 析 时 ,总 希望 小 波 是 紧 
支 集 的 。 可 以 证 明 , 当 尺度 函数 g( 是 紧 支 集 时 ,对 应 的 滤波 器 {iu} 只 有 有 限 多 项 是 非 替 的 。 
反之 也 成 立 。 在 3,4 节 中 ,讨论 了 由 尺度 函数 8(b 构造 小 波 基 的 问题 ,本 章 主 要 讨论 由 共 罗 镜 
像 滤 波 器 构造 紧 支 集 正 交 小 波 基 的 问题 。 


41 滤波 器 的 性 质 


本 节 讨论 由 滤波 器 构造 尺度 函数 和 小 波 函数 时 ,滤波 器 应 满足 的 条 件 及 方法 . 设 


Hu) = 工科 er 全) E (了 
2 ksz 
1 Li 
Go) = 工 5 (4 仿 
名 二 全 8 {8 


式 中 ,了 (w)G(o) 是 共 辑 正 交 滤 波 器 的 频 域 形 式 , (如 ) 和 {8gx*} 是 津 波 器 在 时 域 上 的 形式 。 
4.1.1 充分 条 件 





1. 殉 分 条 件 1 

笛 妞 (o) 构造 二 (了 R) 正 交 多 分 辩 分 析 的 尺度 函数 PCD， 瑟 (w) 应 满足 

CD EC) 十 | 二 m|: 二 1 (4.3) 
(27》 五 (0) = 1; 【4.4》 
(3》 How) 头 0, 当 wE [到 到]. (4.5) 


当 给 定 Ho) 一 访 蚊 en 时 ,可 由 (把 } 写 出 双 尺 度 方程 


8 = > 和 gp(21 一 站 (的 
RE 了 
进而 有 





go) = 五 (和 )8( 全 ) (人 49) 
反复 使 用 式 (4. 7) 作 选 代 , 可 得 
Guo) = 工 刀 ()j@e( 基 ) (48 
由 于 对 尺度 函数 9 最 基本 的 要 求 是 @(0) 一 1, 即 | pCD)dt 一 1， 因 而 在 假设 go) 是 
连续 的 且 @(0) = 1 的 条 件 下 , 式 (4 8) 中 的 > 哩 (区 ) 在 a -上 co 时 是 收 人 的 ,从 而 有 


quo) = (Ta( 允 jeco = 开 有 ( 允 ) 二 
当 Ho) 清 足 条 件 式 (4 3)、 式 (4 人 及 式 (4. 5) 时 ,由 Be) 的 Fourier 肖 变 换 可 以 殉 


定 一 个 尺度 函数 g(5 ,进而 可 以 构造 相应 的 正 交 多 分 辨 分 析 {Y, jez。 
在 时 域 上 ,与 式 (4 3) 及 式 (4 4 等 价 的 条 件 是 


aa 一 @.n (4. 10) 
2 一 《4.11) 


事实 上 ,由 定理 3. 3, 条 件 式 (4. 3) 是 9( 习 的 平移 系 构成 V。 规范 正 交 的 充 要 条 件 . 于 是 
有 





[| 鼠 (@) 下 十 | 有 (oo 十 加 下 一 14 一 mp 人 一 加 )》 一 六 
由 双 尺 度 方程 可 知 
8 人 一 丰 二 央 > jg(2 一 2 一 站 一代》>reg(2 一 站 人 = 22 十 站 
上 四 一 
同 理 8 一 1) 一 > Araog(2 一 外 
由 于 kg(2t 一心,9(2 一 访 ) = 冯 & ,因此 有 
Bi 一 《GE 一 丰 yG 一 m) 一 20 jap(2 一 站 > aop(2 一 访 ) 一 
5 
2 > ao > Ai 人 (PC28 一 人 52028 一 方 ) 一 
5 7 

aa 

条 件 式 (4. 10) 也 常 写成 
sa 一 0 《和 工 2) 


条 件 式 (4 11) 容易 由 五 (0) = 1 直接 得 到 。 
由 Go) 构造 MRA 中 与 we 相应 的 小 波 风 间 ,Co) 度 满 足 的 充分 条 件 是 ( 见 定 





第 生理 紧 吉 表 小 波 


理 3.5) 
有 (wwGCw + Ho+mDG(o+mD =0 (13) 
1G(o 下 十 1G(o 十 加 上 =1 414) 

显然 ,由 式 (4 3)、 式 (4 4) 及 式 (4 13) 推 知 
GO) =0 《4.15) 


类 似 于 式 (4. 10) ` 式 (4. 11) 的 证 明 可 知 , 式 (4. 13), 式 (4. 14) 及 式 (4. 15) 在 时 域 中 的 
等 价 条 件 是 


gao 一 0 《4 16) 
geEgahm 一 总 《417) 
5 
8 一 0 (4.18) 
5 


2. 充分 条 人 忻 2 

由 瑟 (w) 构造 王 ( 了 R) 下 康 玫 分 分 狐 的 从 民 本 PN，H(o) 应 满足 
(GD | 刀 (o 旺 十 ECo 十 xz) 一 

(2) HG0) = 1; 


(9 HG = (车 富 ) Le ,其 中 Ler) 是 关于 ce 的 多 项 式 , 且 sup|L(e)|< 
2N>1。 

4. 工 2 由 滤波 器 构造 尺度 函数 和 小 波 
， 这 里 仅 简单 叙述 构造 方法 。 因 为 这 些 方法 仅 是 理论 上 的 方法 ,实际 构造 时 另 有 其 他 
方法 。 

方法 1 选取 (ju}， 使 本 人 (人 ) 收 全, 对 式 (4. 9) 作 Fourier 道 变换 ,可 以 确定 尺度 函 
数 p( 纺 。 

选取 G(w)， 使 其 满足 条 件 式 (4 13) 和 起 (4. 14), 例 如 取 G(w) = ee 有 (十 要 ,由 
wo) 一 G( 学 )@ 人 (全 ) 可 以 确定 几 D。 

方法 2 对 于 给 定 的 {hu jhez， 写 出 双 凡 度 方程 

(CD 一 Ye(2 一 癌 

渤 了 


小 省 分 折 与 应 用 基础 
作 造 代 ， 
Vi 一 pi(2 一 及， 玫 一 0)1)2 《4 19) 
当 {A jez 满足 充分 条 件 2 时 ,由 选 代 式 (4. 19) 得 到 一 个 尺度 函数 p(b 。 
但 是 ,这 里 得 到 的 p(?) 其 平移 系 {18Gt 一 如 jasz 一 般 不 是 正 交 系 ,此 时 ,可 将 VD 正 奖 


化 : 
六 (o) 
5w=- 一 Sew (20) 
”To 
全 上 矶 ia 
取 5 = 去 | 6)w 


可 以 得 到 规范 正 交 基 8C 一 自 juez。 
4.2 紧 支 集 正 交 小 波 的 构造 


4.2.1 紧 支 集 正 交 尺 度 孙 数 的 构造 


所 谓 紧 支 集 函 数 ,是 指 函 数值 不 为 零 的 区 间 是 有 限 区 间 [a, 们 , 称 [a ,人 为 该 函数 的 支 
撑 或 支 集 .一 个 函数 p(2) 的 支撑 区 间 [a, 习 常 记 为 sappp(D = [a, 纪 。 
下 面 证 明 本 章 开始 所 说 的 一 个 论点 . 设 w(D 是 紧 支 集 函 数 , 则 由 双 尺 度 方程 ,有 
太一 部 人 ( 玖 Boom 
由 此 可 知 { 义 } 只 有 有 限 多 项 非 零 。 反 之 , 若 { 掺 } 只 有 (十 1) 个 项 非 去, 把 双 尺 度 方程 
的 右 端 经 过 适当 平移 可 得 

















VCD 一 27p(28 一 站 《4.21) 
由 4 业 1.2 的 方法 2, 政 内 扫 = Ne(D) (二 阶 日 - 样 条 ), 则 有 
1 一 上 0 所 1 扫 1 
ha 一 11 十 四 一 1 系 上 委 0 
0， 其 他 
显然 ,suppm(b = [一 1,1], 按 式 (4 19) 作 选 代 , 由 岂 人 (六 = 厅 六 和 po(2t 一 内, 可 知 阅 人 


也 是 紧 支 集 函 数 ,这 是 因为 由 2; 2 一 1, 得 2 一 二 ,由 2 一 人 多 1, 得 :二 二 , 所 以 


or - [二 2 
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rarnarmaraer arr 


同 理 ,有 
”T_ 1 1+N+2N 
sppp 人 部 ， 区 
一 般 地 ,可 求 出 po,{ 的 支 集 为 
1 1 十 2N 十 2N 十 … 十 2 1 2 十 (2 一 DJN 
PP 多 [ 2 四 ]- 2 殊 ] 
令 na 十 oo, 则 gmCD ~ PC 因此 Yi) 的 支 集 为 [0,N], 显 然 p(z) 是 紧 支 集 的 ,此 时 ,9(D 
不 是 正 交 的 ,经 正 交 化 后 可 得 紧 支 集 正 交 尺度 函数 。 需 要 说 明 的 是 oo (9 的 选取 可 以 任意 ， 
只 要 满足 尺度 函数 的 基本 性 质 且 是 有 限 支撑 ,都 可 以 得 出 相应 的 结果 。 
以 上 证 明 过 程 说 明 , 如 果 已 知 一 个 有 限 长 度 ( 非 零 顶 有 限 ) 的 滤波 器 {Ax) ,就 可 以 构造 
一 个 紧 支 集 正 交 尺 度 函 数 gp( 攻 。 显 然 , fx) 就 是 与 p(9 相应 的 低 通 泪 波 器 ,从 而 Mallat 的 
分 解 与 重 构 公 式 的 求 和 计算 只 有 有 限 多 项 ,不 会 引起 截断 误差 。 


二 2.2 Datubechies 小 波 


由 前 段 讨论 可 知 , 用 长 度 有 限 的 滤波 器 {Au} 可 以 构造 紧 支 集 正 交 尺 度 函 数 .但 在 实际 
应 用 中 , (各 } 是 未 知 的 ,如 何 寻 找 { 和 ), 本 引 介 绍 Daubechies 方法 .因为 涉及 的 理论 较 多 ， 
这 里 不 详细 讨论 ,有 兴趣 的 读者 请 参阅 有 关 的 参考 文献 。 

据 和 1 节 的 内 容 , 由 瑟 (w) 构造 尺度 函数 , 鼠 (w) 应 满足 充分 条 件 3, 现 在 , 设 { 友 } 是 有 


眼 长 庆 的 共 罗 镜 像 汪 波 器 ,HT(w) 一 工 塌 忆 2 乓 era ,由 充分 条 件 2 中 的 (3) 式 ,(w) 可 写 
成 




















于 (o) = [于 过 ] (et) (4.227 


式 中 ,Le ) 是 一 1 次 多 项 式 。 
另外 ,为 保证 尺度 函数 的 正 交 性 , 酝 (w) 还 应 油 足 充分 条 件 2 中 的 (1) 式 .于 是 


1Ho|: = 1 |LCere)| = 


(es 2 Le 一 位 一 si ) |LKer) 有 
在 这 里 再 要 求 p 和 几 是 实 函 数 , 故 设 忆 是 实数 ,这 样 
|Eer) 生 一 一 工 (ere)E(ew) 
即 |L(e) 二 是 w 的 个 函 数 ,因此 它 吉 以 表示 成 cosu 的 示 顶 式 ,或 sint 全 的 多 项 起. 讼 


1L(e)|2 一 Pfsim ) 一 PCy)， y 王 sinz 人 








Ho) 上 三 人 一 切 "P(O) 《4 23) 
又 ITeO = (sme 1Leret | 一 
避 呈 ) P (oos 2 一 3APG 一 切 
由 正 交 性 条 件 , 得 
(1 一 仿 "P( 轨 十 ymP(I 一 六 = 一 1 (4. 24) 
方程 式 (4. 24) 的 一 般 解 是 
(y) 一 PC 十 ?ARCy) 《4. 25) 


式 中 ,RC) 是 一 个 多 项 式 ,请 足 R(y) = 一 R 一 习 。 即 R(y) 是 关于 二 反对 称 的 ,党 写成 


R( 信 -可 而 
Pu(y) 一 号 六 (4 26) 
在 式 (4. 25) 中 , 令 有 三 0, 得 P(y) = PC ,代入 式 (4.23) ,有 
| Ho 一 (1 一 访 MP(y) 一 (es 呈 )P(1 一 cos 号 ) (4 27) 


式 (4. 27) 等 号 两 端 都 是 关于 w 的 偶 函 数 ,因此 ,两 端 都 可 以 写成 关于 1,cosw,cos2u,… 的 
有 限 项 的 线性 组 合 。 然后, 比较 两 端 同 频率 的 余弦 项 系数 , 再 利用 前 节 充分 条 件 中 的 
瑟 (0)》 = 1， 就 可 以 确定 出 应 过 三 0,152N 一 1 根据 Riesz 定理 可 以 知道 , 刀 (w) 三 


租 到 和 ee 就是 滑 尼 方程式 (4.27) 的 一 个 角 - 


需要 说 明 的 是 ,这 里 得 到 的 吕 (w) ,是 Daubechies 在 式 (4. 25) 中 令 尺 =0 构 造 的 .事实 
上 ,还 有 其 他 的 瑟 (o) 满足 方程 式 (4. 27) 。 

总 结 前 面 的 讨论 ,有 

定理 41 满足 充分 条 件 2 的 五 (w) 的 表达 式 


Hu = ( 世 空 ) -ee 


一 1 十 大 


中 ， |LCem) 有 | 一 呈 
再 





SiD 从 


ws 


利用 上 述 方法 求 出 用 (o) 一 和 pe 芭 后 ,就 可 以 具体 构造 尺度 函数 P(D ,进而 构 
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造 出 小 波 函 数 ,这样 构 造 的 小 波 称 为 Daubechies 小 波 
附注 〈1) 需要 说 明 的 是 ,在 实际 构造 尺度 函数 p(b 时 ,总 是 对 p( 六 有 一 个 基本 
可 求 ， 


9(DDELICR)， 人 EE 忆 (4. 28) 
宫 90 一 久 = 1， 几乎 处 处 (4 29) 


它 是 我 们 在 前 面 已 知 的 要 求 p(0) = 1,p(2kzr) = 0( 天 0 E 区 的 一 个 推论 。 

(2)》 利用 Daubechies 方 法 构造 出 的 尺度 画 数 和 小 波 , 当 N>> 1 时 ,CD) 和 居 D) 没 有 具 
体 的 解析 表达 式 。 

下 面 给 出 两 个 算 例 ,以 便 理解 Daubechies 小 波 的 构造 过 程 ， 

当 六 = 1 时 ,由 式 (4.26), 有 





P(y) 一 1 

设 Hu) = w 十 忆 c*), 代 人 方程 式 (4. 27) ,得 
友 ( 十 而 ci 十 帮 oe) 一 cos 汪 

即 冯 ( 民 十 性 ) 针 而 放 cosu 一 卫 十 了 cosw 
比较 两 端 系数 ,得 

月 十 钴 一 

2poji 一 虐 
求解 ,得 = 和 = 吉 由 机 节 4.2.1 盘 可 知 ,{ino , 轧 } 对 应 的 尺度 函数 gz) 的 支 集 为 


[o,1] .将 夯 , 代入 双 尺 度 方程 ,得 
9 = 翁 2 十 民 2 一 革 
反复 使 用 双 尺 度 方程, 再 由 p(0) 十 PC1) = 1 可 算出 
1 1 3 
89()= 1 9 下) 1，9( 冯 ) 一 1 
1 3 5 
9 去 )= 1，9( 序 )= 1，9 人 (六 )= 1 
最 后 收 伍 到 尺度 函数 
1，0 所 <1 
多 六 -| 
0， 其 他 
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Cr 


进而 ,由 9(5 构造 小 波 , 可 得 Haat 小 波 民 轧 ( 见 例 3 1) ,可见 , 当 N = 1 时 Daubechies 小 
波 就 是 Haar 小 波 。 

当 N = 时 ,用 类 似 N = 工时 的 方法 可 以 算出 {jj} ,但 也 可 以 直接 用 定理 4 工 来 计算 
俯 }。 

为 简单 , 记 = = e ,此 时 Le) 一 工 (z)。 先 求 工 (=) 。 

由 式 (4 22) 知 , 工 (z) 是 太一 1 次 多 项 式 , 因 此 , 设 L() = os 二 az 而 当 N 一 2 时 ， 


P(y》 一 1 十 2y 一 1 十 2sinz 他， 由 定理 和 41, 有 


(cs 上 一 (ze 工 (2 一 《oo 十 z)(ao 十 ac 一 








本 十 必 十 aoai(z 十 xz 一 形 十 星 寺 aa 人 2 4sine 人)= PC) 1 十 2sin2? 癌 
从 而 得 方程 组 
必 十 ao 一 1 


2aoal 一 一 1 


解 之 ,得 ( 取 其 中 一 纽 解 》 
oo = 序 G1H 梧 ， 由 一 去 (01 一 同 
再 由 定理 4. 1 中 互 (w) 的 表示 式 , 有 


于 (w) (到 : 











4 
) Le = 了 于 G+3zTz)to az)= 





[we 十 C2m 十 as 十 (am 十 2362 十 ae] 


令 Hu) 一 二 224e 代 人 二 式 , 比 较 系 数 ,和 











1 | 1 1 
需 ao， 本 1 了 (2os 上 ai) 
1 1 1 
和 一 下 (oo 十 2o ， 硕 一 了 am 


代入 ayai 的 值 , 得 
已 一 二 ED)， 帮 一 于 GAYA) 





已 一 于 (GW 一 ED)， 久 一 于 NE 人) 
这 组 滤波 器 对 应 的 尺度 函数 (2 的 支 集 为 [0,3] 。 
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算出 人 is) 后 ,可 写 出 双 尺度 方程 
8CD 一 呵 [P(25 十 太史 笃 一 1 十 启 P( 竺 一 2 十 大 p(2 一 3)] 
由 上 面 方程 有 





8(0) 一 VZjag(0)》 
CD) 一 YZpop(2) 二 VEHp(1) 十 VZip(0) 
8(2) 一 V2j9(3) 十 VZja9p(2) 十 VZhsg(D) 
8(3) 一 VEjsp(3) 

由 于 各 ,加 天 0 之 p(0) = (3) = 0, 从 而 得 


81) 一 VZjog(2) 十 VE 和 多 1) 
820 三 VZjiap(2) 十 YEhsPp() 
再 与 (0) 十 p(1) 十 p(2) 十 9(3) = 1 联 立 ,可 得 
8D 一 去 (二 ，82) = 汪 0 一同 
反复 使 用 双 尺 度 方 程 ,有 











1 _ 3 十 好 
,全 )=WwD- 于 
p( 卫 )- Zip(2) +V3jsp(D =0 


9 全)j= is) = 5 于 上 
和 用 站 旧居 和 攻 ,可 以 续 册 更 乡 点 上 的 于 ,如 
1 8 】 台 1 3 
8( 直 关公) 人 0 二) 全)e 人 2 到) 人 2 年 ) 
有 了 较 多 点 上 的 画 数 值 ,就 可 以 作出 PCD) 的 近似 图 形 。 
在 引用 前 面 所 述 的 Daubechies 方法 构造 出 再 (o) = 需 交 2 后 , 由 G(w) = 


ce* 百 (o 十 z) 或 对 应 的 g, =〈 一 1 六， 算出 {gv) 代 人 双 尺 魔方 程 
名 医 一 (一 Tip(2 一 他 《4.30) 


由 已 算出 的 8(5) -一 系列 点 上 的 函数 值 ,可 以 得 到 居 虽 在 一 系列 点 上 的 函数 值 ,从 而 作出 
红 站 的 近似 图 形 。 

囊 和 1 给 出 了 六 = 2 10 的 人 hs) 的 值 ,图 4.1 给 出 了 N 一 2,3,5,7,9 时 的 pw 和 和 
的 图 形 。 


小 波 分 析 与 应 用 甘 础 


Treormmrorornarmarromrnor rm 























表 41 当 六 一 2 ~ 10 时 (fn} 的 值 ( 2 一 他) 
N 四 四 
0 0. 482 982 913 144 534 1 0 0. 054 415 842 243 307 
2 1 0.836 516 303 737 807 ? 1 0.312 871 590 914 316 6 
2 0.224 143 868 042 013 4 2 0.675 630 736 297 319 5 
3 | -0.129 409 522 551 260 3 3 0.585 354 683 654 215 9 
0 | 332670557 950 0825 4 |] 一 0.015 829 105 356 382 3 
5 | 一 0.284015 542 961 582 4 
1 小 806 891 509 311 092 4 
6 0. 000 472 484 573 912 4 
2 0.459 877 502 118 49] 4 
3 办 了 0, 128 747 426 620 489 3 
3 0. 135 01] 020 010 254 6 名 
8 | 一 0.017 369 301 001 809 0 
4 0 085 441 273 882 026 7 
5 忆 035 226 291 885 709 5 9 | -0.044 088 253 930 997 1 
10 0.013 981 027 917 400 1 
昌 0 230 377 813 308 896 4 革 1 入 008 746 094 047 406 5 
1 人 714 846 570 552 915 二 12 | 一 0.004 870 352 993 452 0 
2 0.630 880 767 939 858 7 13 | 一 0.000 391 740 373 377 0 
4 3 | .027 983 769 416 859 9 14 0, 000 675 449 406 450 5 
4 | 一 0.187034811 719 093 1 15 | -0.000 117 476 784 124 8 
5 0.030 841 381 835 560 7 
6 六 032 883 011 866 885 2 0. 038 077 947 363 877 8 
7 | -0.010 597 401 785 0690 和 3 江 5 包 和 8 
0 0.160 102 397 974 192 9 0 657 288 078 051 273 8 
1 0. 603 829 269 797 189 5 0 133 197 385 824 988 3 
2 0 724 308 528 437 972 6 _ 
0, 293 273 783 279 166 3 
3 0.138 428 145 901 320 3 _ 
0. 096 840 783 222 949 2 
4 | 一 0.242 294 887 066 382 3 
5 0. 148 540 749 338 125 6 
5 | 一 0.032 244 869 584 638 | 
0, 030 725 681 479 338 5 
6 0.077 571 493 840 045 9 9 _0 .067 632 829 061 327 9 
7 | -0.006 241 490 212 798 3 
0.000 250 947 114 834 0 
8 | -0.012 580 751 999 082 0 
册 0.022 381 662 123 879 8 
9 0.003 335 725 285 473 8 _0 004 723 204 757 751 8 
0 0 111 540 743 350 109 5 一 0. 004 281 503 682 463 5 
1 0.494 623 890 398 453 3 0. 001 847 646 883 056 3 
2 0.751 133 908 021 095 9 0, 000 230 385 763 523 2 
3 0.315 250 351 709 198 2 一 0. 000 251 963 188 942 7 
4 | 一 0.226 264 693 965 440 0 0. 000 039 347 320 316 3 
6 5 | 一 0.129 766 867 567 262 5 
6 0.097 501 605 587 322 5 0. 026 670 057 900 547 3 
7 0.027 522 865 530 305 3 0. 188 176 800 077 634 7 
8 | -0.031582 039 317 486 2 0. 527 203 188 931 575 7 
8 0.000 553 842 201 161 4 0, 688 459 039 453 436 3 
10 0.004 777 257 510 945 5 0. 281 172 343 650 571 5 
11 | -0.001077 301 085 308 5 一 0, 249 846 424 327 159 8 
5 57 85705080037 一 0. 195 946 274 37? 286 2 
1 0. 396 539 319 481 891 2 0.127 369 340 335 754 1 
， 0.093 057 364 503 554 7 
2 0.729 132 090 846 195 ? 
一 0. 071 394 147 166 350 1 
3 0 469 782 287 405 188 9 0 
1 总 143 9806 003 928 521 2 一 0.029 457 536 821 839 9 
0. 033 212 674 059 361 2 
5 | -0.224086 184 993 841 2 
0. 003 506 553 566 987 0 
B 0.071 309 219 266 827 2 
? 一 0. 010 733 175 483 300 7 
7 0.080 612 609 151 077 4 
只 0. 001 395 351 ?47 068 8 
8 0.038 029 936 935 010 4 
0, 001 992 405 295 192 5 
日 0.016 574 541 630 665 5 
10 | 0.012 550 998 556 098 6 0. 000 685 856 694 956 
一 0. 000 116 466 855 128 5 
11 0.000 429 5?7 972 921 4 
0. 000 093 588 670 320 2 
12 0.001 801 640 704 047 3 _0 000 013 264 202 894 8 
13 0..000 353 713 799 974 5 
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图 4.1 当 N=23,5,7,9 时 gr 和 gun 的 图 形 


(0 站 一 2 六 一 3 人 (om5 NT 一 9 | 





小 波 分 析 与 应 用 基础 


综合 本 章 前 面 的 讨论 及 图 4. 1 可 知 , 当 { 和 } 的 长 度 为 2N 时 ,pu(t) 支 集 为 [0,2N 一 匡 。 
出 式 (4. 30) 及 { 和 如)} 为 实数 ,可 得 
各国 一同 六 (一 菩 Fi-pw(2 一 坷 《4 31) 


此 时 可 推出 办 人 9 的 支 集 为 [一 N+1,N]。 因 此 Daubechies 小 波 是 紧 支 集 的 正 交 小 波 , 但 它 
不 是 对 称 的 。 





4.3 紧 支 集 双 正 交 小 波 


Daubechies 小 波 具 备 紧 支 性 和 正 交 性 ,但 不 具备 对 称 性 在 应 用 中 ,有 时 需要 对 称 的 
性质 .理论 上 已 经 证 明 ,同时 具有 紧 支 性 , 正 交 性 和 对 称 性 的 小 波 是 不 存在 的 .所 以 为 了 得 
到 紧 支 集 的 对 称 小 波 , 就 得 放弃 正 交 性 这 个 条 件 。 

实 函 数 p(9 ,如 果 满 足 


(1 9(e 十 站 一 8(a 一 日 工 ER，4( 常 数 ) ER 
则 称 为 对 称 的 .如 果 满 足 

(2) Pa 十 站 = 一 p(a 一 日 EE R，a( 常 数 ) E 有 
则 称 为 反对 称 的 。 


如 果 将 多 分 辩 分 析 定义 3. 1 中 的 (5) 换 成 ;存在 8(5 E 内 使 得 {9C 一 已 jez 构成 V 
的 Riesz 基 ， 那 么 这 样 的 多 分 辩 分 析 不 再 是 前 面 所 说 的 正 交 多 分 辩 分 析 。 

本 节 主 要 介绍 双 正 交 小 波 的 棋 念 及 性 质 。 

定义 4 开设 8(0D,9(P E ER) ,如 果 

(PE 一 总 G 一 从 ) 一 六 om E 《4. 32) 

则 称 Y( 芒 ,go(D 是 双 正 交 的 。 

特别 情况 , 当 ? 一 ?时 ，!(9( 一 ) jez 就 成 为 前 面 所 研究 的 规范 正 交 的 尺度 函数 .而 在 
第 2 章 中 我 们 已 经 知道 ,规范 正 交 基 一 定 是 Riesz 基 。 


定义 4.2 设 {V ,中 和 { 记 ,天 是 已 (R) 中 分 别 以 Ci) 和 双 提 作为 尺度 函数 形成 的 
两 个 MRA ,如 果 8(H) 与 8D) 是 双 正 交 的 , 则 称 {V,} 和 {T} 是 双 正 交 MRA。 


由 上 述 定义 可 以 独 出 ,如果 {Y;) 与 {V)} 是 双 正 交 MRA, 则 V 的 Ricsz 基 由 wm. 人 的 
平移 系 








{BA(D 一 228(2- 一 色 ) jies (4 33) 
构成 ,7 的 Riesz 基 直 六 :(9 的 平移 系 | 
{ 儿 < 一 2 人 2 一 有 jz 《4. 34) 


构成 。 此 时 ,存在 空间 分 解 (不 是 正 交 分 解 ) 
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raraerararasnaorceraumbrmur 


Vi= 色 十 有 ， JEZ 


了 





Vi 一 允 十 且 ， je 


《4. 
《 生 


35) 
36) 


这 里 “十 ”表示 直 和 , 即 思 ,一 Vi 品 歼 ) 且 V) 科 WW, = {0}, 式 (4. 35) 表示 印 ) 是 多 在 V.， 








类 似 地 ,有 
人 CD 一 3202 一 间 jiss 
形成 现 , 的 Riesz 基 , 而 
人 一 2 枯 2 一 人 )aez 


形成 厂 , 的 Riesz 基 。 


由 双 正 交 MRA 的 定义 还 可 知 
V 上 Vn 
于 是 (号 寺 用) 工人 人 十 克 ) 
由 此 可 知 
厂 二 信 
本 贡 怠 
矶 荆 瑟 





由 分 解 式 (4. 35) 及 式 (4. 36》, 有 
VD 一 及 十 同一 入 二 太古 十 克 王 十 一 十 了 


VY 盖 六 十 而 人 一 纺 十 页 十 克 六 十 十 见 





由 此 又 知 
世 贡 两 荆 册 
在 双 正 交 MRA 下 , 双 尺 度 方程 表示 为 
9 人 一 并 2 jp(2 一 汉 
多 有 一 褒 2B9 人 28 一动 
僻 
其 D = 佑 》pp(% 一 及 
个 
天 D 一 2 束 站 (28 一 有 
亿 
它们 的 频 城 形式 为 


中 的 补 空间 (不 是 正 交 补 ); 式 (4, 36) 表示 多, 是 W 在 V ， 中 的 补 空间 (不 是 正 交 补 ) 。 


《4 


(4 


(4 


37) 


38) 


.39) 





Yo =G()e() (4.51) 








届 二 厅 [ 到 而 [也 
到 o) = 卫生)@ 人 全) (4.52) 
吾 (o) = G( 鱼 1@( 鱼 
zco = (人 主 )8( 主 ) (4.53) 
式 中 
1 _ 
再 (@) 一 一 》 下 ee 【4. 54)》 
”全 
_ 1 
媚 (o) = 一 六 丰 Et (4.55) 
站 
1 可 ， 
Go = 二 外 (4.56) 
凶 霹 2sre 
到 1 An- - 
Go) = 二 at (4.57) 
名 遍 28e 
由 定义 4.1 及 式 (4. 39) ~ 式 (4 45) 可 知 , 双 正 交 尺 度 函 数 和 双 正 交 小 波 具 有 以 下 性 质 ， 
《一 0 《4 58) 
《 狗 全 人 w>》 一 训 0 (4.59)》 
《( 风 on) 一 0 (4.60) 
《网 50 (4, 61) 


设 w( 与 相应 的 以 芒 的 滤波 器 为 互 (w) 与 G(w) ,959 与 相应 的 穴 咏 的 滤波 器 为 
再 Ko 与 Go) , 则 g(p 与 六 信 是 双 正 交 尺度 冰 数 ,其 滤波 器 应 满足 的 条 件 由 下 述 定理 4 2 
给 出 。 
定理 4.2 设 P(D,ZD E (R), 则 gp(z) 与 了 是 双 正 交 的 ,其 充 要 条 件 是 
多 g(o 十 2xb) 和 (十 2rk) 三 1 (4 62) 


E 了 











且 (wo) 再 (w) 十 再 (o 士 太 再 (十 四 一 1 (4 63) 
民 六 是 与 8 相应 的 小 波 , 几 拓 是 与 8(9 相应 的 小 波 。 妨 9 和 信访 对 应 的 滤波 冉 应 
满足 的 条 件 由 定理 4 3 给 出 。 
定理 4.3 设 {V)}) 和 { 双 } 分 别 是 以 PCD 和 史 四 为 尺度 函数 的 MRA, 则 由 纺 是 o 
相应 的 小 波 ,其 充 要 条 件 是 


G(w 吾 (wo) 十 Go 二 四 Ho 十 m) = 0 ( 汪 64) 
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emirrmvnrrmovnrmmoraemvmr 


多 D 是 多 D 相应 的 小 波 , 其 充 要 条 件 是 





Go) Ho) + Go 十 本 百 (o 十 m 一 0 (4.65》 
儿 纹 与 基态 是 双 正 交 的 ,其 充 要 条 件 是 
Gow6(w Go 二 mDG(o+m =1 《4.66) 


上 由 定 理 4, 2, 定 理 4 3 可 知 , 如 果 已 舌 尺 度 函 数 g(t) 和 8( ,或 者 已 知 本 (wo) 和 下 (w)， 
只 要 取 满 足 式 (4. 64) 和 式 (4, 65) 的 G(o) 与 G(o) ,例如 , 取 


G(o) 一 em 再 (十 鸡 (4.67) 





Go) = ee 再 (w 十 鸡 (4. 68) 
就 可 由 式 (4. 51) 和 式 (4.53) 确定 凡 D 和 弥 才 ,因此 ,构造 满足 条 件 式 (4. 63) 的 万 (o) 与 


理 (o) 是 构造 双 正 交 小 波 的 一 个 关键 问题 , 为 了 便于 记忆 , 将 式 (4.63), 式 (4 64)、 
式 (4.65) 和 式 (4. 66)， 用 矩阵 表示 如 下 ， 


Ho) Go) ] 
于 (w 十 z,G(o 十 间 
其 中 ”表示 转 冒 共 斩 。 
满足 式 (4. 59) 的 多 与 贡 称 为 双 正 交 小 波 。 双 正 交 尺度 函数 和 小 波 , 也 称 为 对 候 尺 度 函 
数 和 对 侦 小 波 。 


(4. 69) 


于 (ww Co ? 
百 (o 十 m,G(o 十 如 0 1 

















4.4 紧 支 集 对 称 双 正 交 小 波 ” 


对 称 性 是 一 种 常见 的 自然 景象 ,当然 人 们 希望 用 以 刻画 革 些 图 像 的 紧 支 集 正 交 实 小 
波 也 具有 对 称 性 ,但 是 在 前 一 节 已 经 知道 , 紧 支 集 对 称 正 交 实 小 波 除 Haar 小 波 外 是 不 存 
在 的 ,在 引 人 汉 正 交 小 波 以 后 ,就 可 以 构造 紧 支 集 对 称 双 正 交 小 波 。 在 实 拆 应 用 中 ,这 种 小 
波 的 应 用 效果 有 时 要 优 了 于 正 交 小 波 , 例 如 在 图 像 压 缩 中 就 是 如 此 。 

在 4.3 节 已 经 指出 ,构造 双 正 交 小 波 ,首先 需要 构造 满足 式 (4. 63) 的 了 (oo) 和 五 (o)， 
关于 对 称 性 , 则 要 求 HCw) 具有 广义 线性 相位 。 要 满足 这 个 条 件 ,只 需 吾 (w) 的 时 域 形式 
fa ) 具有 对 称 或 反对 称 性 ,可 以 证 明 {} 的 对 称 中 心 就 是 所 Co) 的 相位 ( 竟 第 5 章 ?。 

下 面 ,讨论 如 何 构造 紧 支 集 对 称 双 正 交 小 波 。 由 前 两 节 分 析 已 经 知道 , 紧 支 集 双 正 交 
小 波 , 完 全 让 一 对 有 限 长 前 滤波 器 {h, ,天 :} 所 刻画 。 因 此 ,要 构造 紧 支 集 对 称 双 正 交 小 波 ， 
必须 具备 以 下 条 件 ， 

人) 滤波 器 { 包 )， 估 ,) 是 有 限 长 新 的: { 轧 ) 疙 人 坟 ) 汪 上 且 具 有 实 对 称 性 沪 一 

















小 波 分 析 与 应 用 基础 

















十 Ar 一 01 N/2)， (后 ) 也 一 样 , 其 中 ,* 士 " 号 表示 对 称 或 反对 称 


(2 fi) 与 (站 } 的 频 域 形 式 再 (ow) 与 吾 (w) 须 满足 式 (4. 63) 。 
1) 设 ( 思 ) 的 长 谎 2M 十 二 , 即 {j,) 中 的 非 零 项 的 个 数 为 奇数 , 且 具 有 对 称 性 :， 
十 Ba 一 01，MD ,为 方便 ,将 六 的 下 标 作 平移 (对 称 中 心 移 至 原点 )， 则 有 反 一 人 


设 Ho) = 遍 2e , 则 有 























1 1 过 1 总 
五 (o) = 一 下 到 加 
1 1 妆 吕 1 nx 
十 工 SW em 二 LS 一 
碳 ” 机 各 后 
1 2 YA 
一 各 COS7KU 
历 ” 好生 


由 于 责 (r) 一 0, 因 而 x 是 再 Go) 的 零点 。 又 因为 了 2 (r) = 0, 所 以 x 是 瑞 (o) 的 2K 
和 阶 零 点 .因此 可 设 


媚 (o) 一 (es Q(cosow) (4.707 
式 中 ,Q 是 一 个 多 项 式 .类 似 地 , 设 { 反 } 的 长 度 为 2M 十 1, 则 有 
_ 2 
io) 一 (cos 汪 ) Qcosw) (71) 
将 式 (4.70)、 式 (和 7 代入 式 (4. 63), 有 
(es ) Q(cosw)Q(ecosu) 十 (sn 量 ) Q(C 一 cosw)Q( 一 cosw) = 1 (472) 
式 中 滤 = 六 十 开 。 
由 于 cosw = 1 一 28in: 党, 因此 可 设 
Qcoso)Q(coso) = Rsin; 全 )= 肛 (3])， ?一 Sin 学 


此 时 , 式 (4 72) 可 化 简 为 

(一 习 下 (二 RCI 人 =1 (473) 
这 和 式 (4. 24) 的 形式 完全 一 样 , 它 的 一 般 解 是 

ROD = 有 CD 二 3T( 卫 一 y 
在 上 式 中 取 耻 三 0, 由 式 (4. 26) 可 知 


起 代 一 1 十 j 
RD-[ 小 (4.74) 
了 


8 
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vc-ahvmiuca。 


是 式 (4 73) 的 一 个 解 。 
2) 谈 全 *1 的 非 夫 硕 个 数 为 公 数 。 


设 本 ) = 工 pose 到, 一 加- 此 时 ,有 
I 刷 1 1 时 T 抽 
五 (w) 一 有 e 十 二 >》 和 em 一 一》 各 十 二》 用 em eu 一 
1 .过 ri 二 rt 一 
到 ee 十 一 
闲 台 e ) 


本 wx eosln 一 到 hj 


由 于 五 Cr) 一 0, 所 以 r 是 互 (w) 的 零点 ,又 由 于 再 (my 一 0, 故 x 是 古 (o) 的 2 天 十 
1E 阶 堆 点 ,因此 可 设 





. VRH 
Ho) = (cos 党)  Qeoso) (4.75) 
同 理 , 设 
加 _ EL 
刀 (wo = eeos 多 ) Qeosw) (76 


将 式 (4. 75) 、 式 (4. 76) 代 人 式 (4.53), 有 
(es 允 ) Geosmacosm + (sn 史 ) QC-cosoQC coso) =1 (77) 
式 中 心 一 区 十 玉 十 1。 
比较 式 (4. 72) 与 式 (4. ?7) 可 知 , 它 们 的 形式 完全 相同 ,只 是 其 中 的 工 的 值 不 一 样 ， 
式 (4. 77) 中 的 Q(cosu)Q(cosw) 同样 满足 式 (4, 73) 与 式 (4 74)。 
对 以 上 两 种 情形 的 任何 一 种 ,例如 全 .} 的 长 度 为 奇数 ,具体 构造 H(w) 和 互 (o) 的 方 
法 是 :将 RCy) = Qtcoso)QCeoao) ,{y = sin 学) 代 人 式 (4.74), 则 有 


本 格 


Qcosw)Q(eoso) = 台 吧 生 (4.78) 


2 


在 式 (4. 78) 中 , 先 选 择 G(cosw) (例如 , 令 Q(coso) = 1) ,再 由 式 (4. 78) 确定 Q, 代 人 


式 (4. 70) 利 式 (4. 791) 就 可 以 构造 出 豆 (o) 和 豆 (o). 有 了 豆 (o) 和 正 (o) 之 后 ,就 可 以 用 
式 (4. 67)》 和 式 (4. 68) 确定 出 Go 和 启 (w)， 


这 里 给 出 两 个 构造 妞 (w) 和 豆 (w) 的 算 例 ,使 读者 进一步 理解 上 面 的 构造 过 程 和 其 中 


的 攻 , 开 的 六 义 。 
国生 国 


水波 分 析 与 应 用 基础 、、 本 
情形 T。 捧 波 攻 的 长 度 为 凋 数 ,2M 上 1。 
选择 Q(eosw) = 1, 此 时 ,由 式 (4 78) ,有 Q(cosw) 一 吧 | | 吕 生 , 代 人 


式 (4. ?0) 和 式 (4, 71), 得 

















一 1 十 / 
且 (o) = (es 纯 ) ?im 全 (4.79) 
Fo) = (oos 2 (80) 
上 GD) 到 天 = 1 天 =1, 则 二 一 2, 确定 旦 (wo) 与 再 (w)。 
Ho) = cos 全 (1 二 2sipz 2?)= 1 上 em 十 Se 站 
故 
_ 员 
1 
四 2 
五 Co) (co 有) = 了 上 工 es Te 
所 以 
志 = 吧 ,到 =- 坚 , 交 = 将 


(2) 到 开 = 1 长 =25 则 研一 8, 可 仿照 (1) 的 情形 计算 出 了 (wo) 和 严 (w) 。 


若 届 到 其 他 情形 ,如 玉 = 2, 开 = 1 等 ,都 可 以 如 此 算出 久 及 如 。 
情形 工 滤波 器 的 长 度 为 个 数 :2M。 





选择 @ 三 1, 此 时 由 式 (4. 78) ,有 Q(Ceosaw) 一 兄 呈 1 sin2 生 祁 , 代 人 式 (4 75) 和 
式 (4. 76), 得 

瑟 (w) = ce 全 (sos 人 ， (4 81) 

Ho -ecos 有 ” 2 六 am (8 





与 情形 I 不 同 ,这 里 了 一 开 十 玉 十 1。 
进一步 的 讨论 ,将 在 5.2 节 中 进行 。 


4.5 观 正 交 小 波 变换 及 Mallat 算法 


由 定义 4.1 及 定义 4 2 可 知 , {Vi,g(D) 与 { 包 CD) 是 已 (R) 中 的 两 个 双 正 交 
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的 MRA， 
由 多 分 辩 分 析 的 定义 及 空间 分 解 式 ,有 
GOR = linyV = lim 允 人 (483) 
严 (R) = 士 凤 = 二 驳 (4 8 和 


在 构造 双 正 交 的 MRA 时 ,对 p 和 9 作 适 当 的 要 求 , 这 样 由 P 和 9? 产生 的 小 波 斥 9) 和 
名 六 ,其 伟 缩 与 平移 { 册 上 和 { 几 *} 是 焉 (R) 的 一 对 双 正 交 Riesz 基 。 
由 式 (4. 83)， 对 于 充分 大 的 | 了 |, 太 E (CR) 可 以 表示 成 
FOODs 记 人 一 cospjs 人 


与 第 3 章 类 似 , 不 妨 设 j = 0, 即 了 表示 具有 最 高 频率 的 函数 空间 ,此 时 , 广 E V。, 于 是 有 分 
解 式 








FaD = 万 上 二 coupos(D 《4.85) 
利用 双 正 交 性 ,有 
co 一 《六 pos)》， 抵 卫 (4 86) 
由 式 (4 84) ,有 分 解 式 
一 de 人 D 一 人 (87) 
式 (4 87) 是 /2) 的 两 个 小 波 级 数 ,其 中 系数 
一 《( 放 筷 人， 了 站 区 喧 (88) 
田 一 《及 贡生 开 (89) 


称 为 六 bb 的 离散 双 正 交 小 波 变换 。 
利用 空间 分 解 式 (4, 43) ,还 有 头 DE Ve 的 分 解 式 


下 一方 四 十 2 ds ， 了 六 1 (90) 
1 5SEZ 
式 中 
方 四 一 记 cspm 人 的 (4.91) 
Cr 一 《方略 人 (4. 92》 
友 一 《 访 帮 人 《4.93) 


类 似 正 交 小 波 变 换 , 双 正 交 小 波 变 换 也 有 快速 计算 的 Mallat 算法 ,不 过 此 时 存 两 对 滤波 器 
全，8 和 { 训 本) 利用 式 (4. 90) 对 0D) 进行 分 解 ( 即 求 分 解 系数 ,也 称 进 行 小 波 变换 ) 


时 ,可 选 { 太 ,所 ) 作为 深 波 器 组 ;而 重 构 F(z) 时 ,可 选 fiu ,8&i} 作为 滤波 器 组 。 
分 解 算法 公式 ( 设 { 记 ,六 } 为 实数 序列 》 








小 玻 分 析 与 应 用 基础 





一 oo 


下 


diHts 


重 构 算法 公式 


co 十 dog 二 E 卫 
匡 了 ] 人 ， 


小 结 


一 人 


王 也 


《4. 94》 
克 二 忆 


(4 95) 


本 章 重 点 讨论 由 滤 泪 器 构造 紧 支 集 正 交 小 波 和 对 称 双 正 交 小 波 的 有 关 问 题 .从 侧重 








于 小 波 的 应 用 来 说 ,主要 想 通 过 构造 过 程 的 简 述 , 对 实际 使 




















的 图 表 中 出 现 的 符号 能 正确 








理解 ,因而 对 构造 方法 不 必 深 究 。 对 于 想 研 究 小 波 理论 的 读者 来 说 ,本 章 介 绍 的 仅 是 框架 








式 的 内 容 , 其 详细 过 程 请 参 阔 相 关 文 献 。 
(01) 由 乒 (o) 构造 严 (R) 的 正 交 小 波 基 , 瓦 (w) 应 








条 件 2) 有 3 条 。 
1)》 | (oo) 星 十 | 十 村 一 1 
2) HA0) = 1 
本 
3) Ho = (贡生 Te 


应 满足 的 充分 条 件 ( 即 4 1. 1 段 的 充分 


其 中 ,N > 1,L(a 是 关于 = = ee 的 多 项 式 , 且 | Lere)j 有 界 (对 Ya。 
(2 构造 紧 支 汶 正 交 小 波 的 Daubechies 方法 ( 见 定理 4 1) ,关键 是 确定 有 限 长 度 的 潍 





波 器 { 轧 ) 人 其 主要 步骤 如 下 ， 

1) 设 { 辐 } 为 有 限 长 度 的 实数 序列 令 

Co) = 站 2ev 上 GD 

又 How) = 1 ) (er) (2) 
式 中 ,L(e”) 是 六 一 1 次 多 项 式 ; 

2) 令 1L(er) | 一 号 | am 有 (3) 
又 设 世 ae) = aur， 代 人 趟 (3) ,比较 两 详 si 学 的 同 次 守 系 数 ， 可 得 wy n 一 0， 
NT 


3) 将 上 L(z) 的 表达 式 代入 式 (2) 等 号 右 端 , 将 式 (1) 代 人 式 (2) 等 号 左 端 , 通 过 比较 


式 (2) 等 号 两 端 * 的 同 次 震 系 数 可 得 {huj} 


第 和 全， 时 支 集 小 波 


4) 令 豆 三 (一 1 ax 可 得 {g)。 . ， 
按 上 述 方法 得 到 的 {A,g*} 是 共 碟 正 交 湾 波 器 组 ,是 与 尺度 函数 p 和 小 波 少 相对 应 的 
滤波 器 组 。 
《3) 双 正 交 小 波 。 设 g(D ;BCD E L(R), 若 
《9 一 站 和 (一 站 》 一 。， 天 仁和 拓 加 国法 (4 
则 称 8 与 8 是 双 正 交 的 。 
由 双 正 交 的 p 与 放 可 以 生成 二 (R) 的 两 个 正 交 的 MRA{Y， 9} 与 1 gj，, 的 Riesz 











基 由 9 经 伸缩 与 平移 构成 , 即 
人 人间 之 22p(2 一 丰 ) jaez 《5) 
同样 ,总 的 Riesz 基 由 也 经 伸缩 与 平移 构成 , 即 
{ 区 一 2082 一 人 jez 《6 
由 于 色 上 人 妨 , 以 及 由 MRA 导出 的 空间 分 解 式 
杞 =Vr 十 WA (7) 
六 = 六 二 鲍 《8) 


不 难得 到 儿 上 W 多 上访 , 罗 二 却 。 
砍 , 和 轴 , 的 Riesz 基 分 别 是 ， 
人 RD 一 222 一 丰 jez 《9) 
使 8D 一 2 0222 一 相 j 00) 
由 以 上 关系 不 难得 到 双 正 交 的 尺度 函数 和 小 波 具 有 以 下 性 质 ， 
《As》 一 08 
《 肌 由 用。 一 .Das 
《 败 忆 2》 一 0 
《2 一 0 
在 双 正 交情 况 下 ,Pp 和 多 ,区 和 六 对 应 的 滤波 器 组 分 别 是 { 生 ,8 } 与 (所 ,本 }。 双 尺度 方程 


《11) 





VY 昌 一 证 儿 g(2 一 机 
《12 


到 DD 一 呈 >)8g( 中 一 站 


到 一 92 一 个 
很 
芭 D) 一 >》 (2 一 站 





小波 分 析 与 应 果 基 而 


(4) 双 正 交 小 波 完全 可 以 由 p 利 玉 对 应 的 滤波 器 了 (wo) 和 将 (w) 所 确定 ,这 里 要 求 


瑟 (o) 和 站 (w) 满足 如 下 条 件 
瑟 (o) 站 (o) 十 下 (十 妆 百 (oo 十 妨 =1 


而 且 还 要 求 和 六 的 滤波 器 G(o) 和 G(o) 满足 如 下 条 件 
Gw) 站 (w) 十 Go 二 加 站 e+m 一 0 
Guw) Bo) 十 Go 十 加 Ho 十 太一 0 
GoGCw 十 Go 十 mGo+m = 1 





应 用 中 常 取 
Go) = ee 2 
Go) = ee* 百 (十 和 


《4》 


《157 


(16) 


《5) 紧 支 集 对 称 双 正 交 小 波 的 构造 ,由 于 双 正 交 小 波 完全 由 一 对 滤波 器 (2 , 司 } 所 确 
定 ,因此 欲 构造 紧 支 集 对 称 双 正 交 小 波 , 除 { 思 } 和 { 记 } 的 频 域 形式 互 (o) 和 瑟 (o) 应 满 尼 





式 (14) 外 ,{ 有 } 和 { 头 } 还 应 满足 长 度 是 有 限 的 且 是 实 对 称 的 。 
具体 构造 人 ,到 的 主要 过 程 是 ， 


(CI) 设 (如 》,{( 友 } 的 长 度 为 奇数 。 
1) 平移 下 标 ,对 称 性 写成 六 = 六， 理 (o) 表示 成 


万 (o) 一 3 二 三 症 hem 

2) 由 于 Br) = 0,x 应 是 吾 (o) 的 3K 阶 零 点 ,由 此 设 
Ho) = (cos 呈 ) Q(eosw) 

式 中 ,Q 是 一 个 多 项 式 。 同 样 ,可 设 
在 (w) 一 [cos 全 Reoww 





3) 将 百 (w) 和 于 人 w) 代入 式 (14) ,得 
(cos 呈 ) Gosoateoo + (各 革 osoac os =1 
这 里 工 一 天 十 并 。 
令 
Gcosou)Q(cosu) = R(sia: 多 ) 


(17) 


《18) 


《19) 


《20) 


第 4 章 竖 支 全 小波 


经 理论 推导 ,在 一 定 条 件 下 ,有 
Rsim 宇 )= 对 


7 


(ID 设 亿 人 天) 同族- 于 开 下 ,类 似 长 为数 的 过 程 .可 得 到 趟 2， 


仅 不 同 的 是 ,此 时 了 一 天 十 六 十 1。 
4) 式 (21) 代入 式 (20) 右 端 ,得 


工 1 





Sin2 号 (217) 


所 代 一 1 十 











Q@Q(eosu)Q(eosu) 一 关 j Si 得 (22) 
选择 Q(ecoso) == 1 ,由 式 (18) . 式 (19), 有 
了 1 一 1 二 7 
了 (Co) = (cs 人 全 让 sinz 和 (23) 
加 扩 
Bo ~ (cos 人 】 (24) 


5) 取 K = ,六 一 ] 确 定 工 ,将 式 (23), 式 (24) 右 端 化 成 cy 的 多 项 式 ,Co) 和 青 (w) 
的 时 域 形式 便 已 得 出 , 即 {t} 和 人 及) 已 确定 出 。 

对 于 天 一 ] ,五 一 2 寺 和 各 组 合肥 法 ,分 项 证 出 工人 一 天 十 六 , 或 天 十 民 十 D, 从 而 
确定 出 相应 的 { 久 } 和 人 思 } 。 

6) 取 有 = (一 Dr 有 一 (一 1) 坊 - 可 得 滤波 器 组 (和 sg,} 和 { 坊 , 瑟 } ,由 双 尺 
魔方 程 进而 可 构造 紧 支 对 称 的 双 正 交 小 波 。 

(6) 双 正 交 小 波 变换 及 Mallat 算法 .在 L:(R) 中 有 了 双 正 交 小 波 基 以 后 , F(i 可 用 两 
个 小 波 级 数 表示 ， 





RD = Da 人 GD deCD (25) 
PE 证 
式 中 
全 一 本 
(26) 


夯 一 ( 户 机 人 
称 为 /5 的 双 正 交 小 波 变 换 。 
设 FCD E VD 有 分 解 式 
了 
AD 一 廊 昌 十 2 的 = 万 四 十 六 2 dh， 了 关 1 (27) 
式 中 
万 四 = cr 人 (28) 
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cr 一 《or 《29) 
才 见 式 (26)。 
双 正 交 小 波 变换 的 Mallat 算法 
设 亿 ,如 ) 为 实数 序列 , 则 有 下 面 的 分 解 算法 公式 和 重 构 算法 公式 : 
CH 一 er 





， 友 所 ， (30) 
dr 一 Zerra 
cu 一 Ze 十 2drrvgran 雪 抵 也 (31) 
分 解 与 重 构 分 别 用 两 组 滤波 器 ( 久 ,&.} 和 (jg 
习 ”是 


1 证明, 者 WO 是 正 交 尺度 函数 , 风 有 9(4 一 总 一 1。 


2 利用 定 通 4. 1 , 求 由 N=3 时 的 Donbeshies 小 流 的 汪 流 才 fi 1，…5( 用 无 
理 数 表示 ) 。 ! 
3. 设 小 波 据 { 奴 } 和 全 ,} 的 长 旗 为 偶数 ,计算 到 = 1 及 = 1 情形 下 全 六 )。 


4 证 明 , 当 且 仅 当 法 器 lv) 具有 时 支 集 时 ,尺度 画 散 具有 坚 支 信 ， 和 
长 度 相等 ;如 果 9 的 坟 集 长 度 为 [0,N] ,那么 4 的 支 斥 是 [一 十 ,人 1， 
5. 令 FCD 由 下 式 定义 ， 


# 人 [0,1] 
(CD) 盖 
人 习 - ze [oJ] 
对 了 在 二 进 点 上 X 2 一 当 二 一 256， 512 上 采样 。 应 用 N = 2 的 Daubechies 小 波 内 ,实现 
一 个 一 级 分 解 . 画 出 一 级 分 佣 后 的 小 波 系数 幅度 图 。 














在 前 两 章 中 已 经 知道 ,可 以 构造 小 波 此 蕊 ,使 得 扩 D) 的 伸缩 与 平移 函数 族 
“ (的 一 3228(2 主 一 向) 《5.1) 
构成 Lz CR) 的 一 组 规范 正 交 基 ,由 于 小 波 以) 与 函数 族 式 (5. 1) 的 这 种 关系 , 常 说 的 小 波 
基 可 以 是 扩 六 ,也 可 以 是 族 式 (5. 1) 。 
关于 小 波 基 的 特性 ,前 几 章 中 已 经 介绍 过 一些 ,例如 ,Haar 小 波 基 虽然 具有 正 交 性 ， 
但 它 的 光 漠 性 太 差 ;其 他 一 些小 波 基 , 具 有 光滑 性 、 正 交 性 \ 紧 支 ( 集 ) 性 对 称 性 、 双 正 交 性 
等 ,在 实际 应 用 中 ,根据 不 同 的 目的 ,需要 选择 不 同 的 小 波 基 。 大 多 数 的 应 用 中 , 主要 利用 








小 波 基 可 以 用 较 少 的 非 零 系数 去 有 效 地 逼近 实际 函数 的 能 力 。 所 谓 最 优 小 波 基 , 是 指 函 数 

， 帮 D 用 小 波 级 数 表示 或 重 构 时 ,其 小 波 系数 中 有 最 多 的 接近 于 零 的 系数 而 小 波 基 的 这 种 
能 力 丽 要 依赖 于 其 数学 特性 :正则 性 、 消 失 矩 、 紧 支 性 、 对 称 性 各 正 交 性 等 本章 简要 地 介 
绍 这 些 性 质 , 给 出 选择 小 波 基 时 应 考虑 的 数学 因素 .另外 将 小 波 基 给 予 推广 ,使 得 读者 对 
小 波 基 能 有 一 些 更 多 的 更 有 用 的 了 解 。 


5.1 小 波 基 的 数学 特征 


本 小 节 在 前 两 音 的 基础 上 ,再 介绍 关于 小 波 基 的 两 个 重要 特征 。 
5.1.1 正则 性 


正则 性 一 般 用 来 刻画 通 数 的 奇异 性 或 光 测 程 度 。 因此 必须 对 函数 的 正则 性 给 予 精确 
的 量化 ,通常 用 Lipsehits 指数 来 度量 函数 的 正则 性 。 

定义 $.1 关于 Lipschitz 指数 的 定义 

(1) 画 数 /CD 在 点 捉 具 有 点 态 的 (或 局 部 )Lipschitz 指数 e(a 字 0) ,如果 存 在 多 >0 和 
一 个 ?= 上 次 多 项 式 忆 , ( 芒 ,使 得 
YER，| 7 一 Po 人 | 委 下 | 一 直 | 《5.2) 

(2) 天 数 AD) 在 区 间 [e, 拉 上 具有 一 致 Lipschitz 指数 v( 0), 如 果 对 于 Ya E [ae 
旨 , 都 具有 点 态 Lipsehits 指数 ,其 中 常数 天 与 z 无 关 。 
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从 史上 定义 可 以 看 出 ， Lipschitz 指数 撒 述 了 函数 疙 5) 与 多 项 式 的 近似 程度 。 因 为 如 果 
AD 在 区 间 [5 一 Aj 十 打上 是 = 次 可 微 的 , 设 P, (9 是 产 D 在 所 处 的 Tayler 展开 式 的 
前 ?= 项 ， 、 


PCD 一 习 mo 
则 由 Taylor 公式 可 知 ,误差 瑚 六 一 P,(D 满足 


) 一 加 | 
MO 一 OOIsap lo 
即 在 志 附近 , Fa 与 P, ( 归 误差 的 上 界 可 以 通过 非 整数 Lipschitz 指数 = 来 描述 。 
当 0 委 we< 1 时 ,P. (2 = 乒 m)， 则 式 (5, 2) 成 为 
VYrER，| Ko 一 za)| 二 天 | 一 na 《5. 3) 
由 式 (5, 3) 可 知 , 当 a 一 0 时 ,7 在 点 5 处 有 办 但 不 连续 .0 < w<<1 时 ,7 在 点 5 处 连 
续 但 不 可 微 。 
当 e 之 0 时 ,有 ?一 轩 芝 0 如果 关 D 在 fa, 打上 具有 一 数 的 Lipschitz 指数 , 九 F 
… 写 是 = 次 可 微 的 函数 头 D 的 Lipschite 指数 < 称 为 AD) 的 正则 性 指数 ， 正则 性 指数 丰 
高 , 画 数 越 光滑 。 
当 态 口 在 R 上 具有 一 致 的 Lipschitz 指 数 *, 则 称 疙 2 属于 C 类 函数 。 以 后 把 Lipschitz 
指数 。 简 记 为 虐 一 ,的 正则 性 称 为 Lipschitz 正则 性 。 
对 小 波 基 民力 要求 有 一 定 的 正则 性 ,主要 是 为 了 由 小 波 系数 重 构 信号 时 具有 稳定 性 。 
由 于 以 纺 是 由 p(b 经 平移 的 线性 组 合 构成 的 ,所 以 p(b 与 内 9D) 具有 相同 的 正则 性 。 


5.12 消失 上 矩 
定义 5.2 小 波 函 数 gb 具有 普 阶 消失 矩 ,如 果 
esou= 0，0 扫 上 < 扫 纹 (5. 4 
由 上 面 的 定义 可 知 , 具 有 普 阶 消失 矩 的 小 波 与 囊 一 1 阶 多 项 式 内 积 为 零 , 因 此 小 波 的 
消失 矩 越 高 ,光滑 函数 在 小 波 展开 式 中 的 系数 为 零 (或 近似 为 零 ) 的 个 数 就 越 多 ， 
在 前 一 段 关 于 了 的 Lipschitz 指数 = 定义 的 分 析 中 已 经 知 遭 , 若 了 具 有 工 一 a* 则 在 与 的 


某 个 邻 域内 ,了 可 以 用 多 项 式 已, 来 通 近 
7D 一 已 9 十 (9 《5.5) 





式 中 
js (|= | RD 一 PCD| 雪 天 | 一 6 
现在 使 用 具有 7(m > a) 阶 消失 矩 的 小 波 扩 昌 ,由 于 = < ma; 所 以 已, 至 多 是 症 一 1 阶 


第 5 章 小 波 基 的 进一步 认识 及 扒 广 


micromiuenramcmurmeearrouvmavevrmveonesnnrnnor 


多 项 式 ,从 而 有 
(WP,，)(a 有 = 太 忆 人 2 下 =0 


再 由 式 (5. 5) ,可 推出 、 
(Pa 加 一 (We 7 (5,6) 
式 (5. 6) 右 端 已 消去 了 多 项 式 已, 。 

式 (5. 6) 可 以 用 来 估计 产 芒 的 工 一 s, 这 说 明 消失 算 与 局 部 正则 性 有 关 。 利 用 小 波 变 换 
和 世 一 & 如 何 检测 函数 奇异 性 的 类 型 等 问题 ,将 在 第 6 章 中 讨论 。 

Mallat 在 文献 [4] 中 指出 ,小 波 丸 六 的 正则 性 与 其 消失 算是 有 关系 的 .这 里 仅 指出 一 
个 明显 的 结论 : 样 条 小 波 和 Daubechies 小 波 的 正则 性 会 随 着 消 拓 多 粉 数 的 增加 而 提高 。 

有 关 消 失 矩 特性 的 一 些 结论 可 参见 书后 所 列 文献 。 


5 上 3 ”其 他 数学 特性 


紧 支 性 对 称 性 、 正 交 性 和 允 正 交 性 ,都 是 小 波 的 数学 特性 之 一 ,在 第 4 章 让 已 经 讨论 
过 ,这 里 不 再 重复 .这 里 仅 对 有 关 对 称 性 与 线性 相位 的 关系 作 一 些 补充 。 
定义 5.3 设 {o,) E 是 是 实 值 序列 ,A(w) 是 它 的 Fourier 变换 ， 即 
A(o) 一 2 anee 


了 





如 果 4(o) 可 以 表示 为 
ka) = 十 |4(o)|e， ER 、 《5.7) 


式 中 ,< 了 2， 14(w)| 是 实数 , 则 称 A(w) 具有 线性 相位 。 
式 (5. 7) 中 的 ! 称 为 A(a) 的 相位 , 它 是 。 的 线性 兽 数 ,而 式 右 滑 的 正 负 身 与 w 无 关 。 


定义 5.4 对 序列 {a.} ,如 果 其 Fourier 变换 A(o? 可 以 表示 为 ， 
ho Be .8) 


这 里 B(w) 是 某 个 实 值 函 数 ,! GE 了 2， GE 及 , 则 称 A(w) 具有 人 大 文 线性 相位 。 


式 (5.8) 中 的 ! 称 为 ACow) 和 人， 它 是 。 的 分 段 线性 函数 。 

对 于 函数 Ab) E 严 (R) ,如 果 它 的 Fourier 变换 满足 式 (5.7)》 或 式 (5. 8) , 则 称 F(D) 具 
有 线性 相位 (或 广义 线性 相位 ) 。 

定理 5.1 

(D 一 个 实 值 序列 {a,) 关于 它 的 Fourier 变换 的 相位 是 对 称 的 或 反对 称 的 , 即 
as 一 士 woriy 充 要 条 件 是 A(o) = > ae 具有 广义 线性 相位 。 


(2) 一 个 实 值 画 数 /E L2?(R) 具有 广义 线性 相位 , 充 要 条 件 是 了 关于 天 的 相位 是 对 称 
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we rr 


的 或 反对 称 的 。 
共 叔 镜像 FIR 涉 波 器 都 是 非 线 性 相位 的 ,甚至 不 具备 广义 线性 相位 。 


为 了 获得 对 称 性 ,人 们 做 了 天 量 的 工作 。 实 践 证 明 ,在 单 小 波 ( 小 该 基 由 一 个 函数 的 平 
移 与 伟 缩 生成 情形 不 可 能 很 好 地 解决 这 个 问题 .20 世纪 %0 年 代 后 期 产生 的 多 小 波 理论 ， 


可 以 解决 这 个 问题 。 
5.2 B- 样 条 小 波 


5.2.1 B- 样 条 画 数 简介 ， 


先 引 人 “ 基 数 样 条 ”空间 的 概念 .me( 正 整数 ) 阶 具 有 整数 节点 的 基数 样 条 空间 ,是 所 有 


在 任 一 区 间 [ 关 十 1] 上 次 数 不 超 过 一 工 次 的 代数 多 项 式 构成 的 桌 售 。 
一 阶 基数 B - 样 条 Ni(t) 是 单位 区 间 [0,1 的 特征 函数 , 即 


1，FE [0 
NG 一 -GO 其 他 


而 对 于 mm 关 1,N。(o 用 卷 积 递 推 定义 , 即 
NO 全 NeND 一 | No-ad 








也 可 以 用 对 通 数 rr TD ”进行 术 阶 差分 来 定义 ,如 


No 四 芝 十 





趟 中 心 二 max{z0} 
容易 证 明 , N。(i) 是 基数 样 条 函数 。 

下 面 是 4 阶 B- 样 条 函数 的 表达 式 及 图 形 ( 见 图 5. 1) 。 
1 
百 t 所 50,1) 
提 四 
一 训 十 纺 一 2 十 羡 ， ieE [2) 

TD = 
了 一 外 上 10 一 号 ， GE [2,3) 


一 到 十 中 一 B# 十 缉 ， ftE [3,4) 
将 对 称 中 心 移 至 原点 ye (ti 的 表达 式 为 


1 1 己 f 有 
Eee 访 


《5, 9) 


《5. 107 


《5.11) 
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rm -re we 











局 
2 
了 
， 了 > ， 
一 2 一 1 0 1 2 
图 5.1 4 阶 B- 样 条 函数 
0， | 之 2 
了 | 一 清二 全 ， 上 <1 


NiCD 一 13 
一 于 [十 一 2 人，1< ls 


样 条 函数 No。(t 的 基本 性 质 如 下 : 
《1) 支撑 区 间 是 [0,m], 关 于 它 的 支撑 中 必 是 对 称 的 , 即 








班 拉 
(天 十 = No( 到 一 可 ，5ER (5. 12) 
必 
(2) > Na(t 一 kb) = 1， 对 任意 t+E 及 《5.13) 
全 
(3) Ja 人 D = AND 一 No 一 NG 一 1 (5, 14) 
《4) 递 推 关系 
Na-D = 一 上 NG 十 屯 一 NG 一 TD 《5.15) 
， 说 一 ] 访 一 1 
ee 1 1 ， 
(5) rpNed = aaanem (5.16) 
(6) 站 mod 一 六 (一 Dr [ee (5.17) 
Te 9 


5. 2.2 ”Battle - Lemarie 样 条 小 波 


取 尺度 函数 为 


， vt wa 








PCD) 《5.18) 


Nu(z 十 于 (nm 一 D)) ， mm 为 厅 数 
由 加 界 B- 樟 条 函数 的 性 质 可 知 ',p 是 支 集 为 [一 到 ,全 |cm 为 偶数 时 )》 和 


[一 一 ,2 二 1] on 为 厅 数 ) 的 B - 样 条 ,pc CCR)， 


wmernornmrnovm or 


全 
2sin 3 


包 


由 于 及 (ao) 一 er ,Nu(tD) 是 NiD) 的 办 重 卷 积 , 因 此 有 








sin 思 ” 
2 





人 ， 
No) 一 ee | 
2 





由 式 (5, 18) ,不 难得 到 
(人 sn 学 ， mm 为 偶数 


9(w) 一 。 
| ， 
因此 ,相应 的 滤波 器 是 


(es 全) ， 玉 为 偶数 
有 (ou) 一 。 (5. 19) 
ci(cos 引 ) ， 球 为 畜 数 


或 者 写成 如 下 的 形式 ， 
地 (十 一 )， 闵 为 偶数 
Hw=1 wen 
(一 人) ， 放 为 奇数 
由 于 样 条 函数 N。(2) 的 整数 平移 系 不 正 交 ,所 以 式 (5. 18) 定义 的 p() 也 不 是 平移 正 交 系 。 


事实 上 , 当 普 > 1 时 ,9p(b 相应 的 滤波 器 鼠 (w) 不 满足 正 交 性 的 充 要 条 件 ; | Ho)|: 十 
| 互 (o 十 zx) 上 一 因为 


| 有 于 ++ | 十 要 于 = 
所 以 ,对 于 YoE [一 rz 可 ,有 
0< | 五 (o) 且 十 | Ho 十 xz) 上 委 
由 定理 3. 1 和 定理 3. 3, 又 有 


4 所 21go+2kn)| 委 1 
急 


2 
| 








= 
sa 引 | 1 人 (mm> 1D) 














哲 
亲 
cos 广 


凶 
2 四 








式 中 0<4。<1, 由 Rieszs 基 的 概念 可 知 , 式 (5.18) 定义 的 gp 的 平移 系 {p(t 一 站 jiez 是 空 
间 Y 的 Riesz 基 。 
直面 ,把 w(D 正 交 化 , 令 
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on) 
(六 1 十 2kr) 2) 
这 样 , 以 of (t) 为 尺度 函数 ,可 以 产生 严 (R) 的 一 个 正 交 的 MRA.。 相 应 的 滤波 器 是 
习 1go+28z 让 


下 


| 页 (2o 十 2kzD | 


节 (a) 二 


1 


HH Ko) 一 万 (四 ) 








检 《o) 一 人 这 于 公 十 8 (多 ) 
得 到 天 (R) 的 一 个 正 交 小 波 片 的。 该 小 波 称 为 如 阶 (mm 一 1 次 )B - 样 条 小 波 ,或 Battle ~- 
Lemarie 样 条 小 波 。 
了 - 样 条 小 波 没 有 分 析 表 达 式 。 由 于 正 交 化 过 程 玻 坏 了 紧 支 性 ,因此 B - 样 条 小 波 不 是 
紧 支 集 的 ,但 是 B- 样 条 小 波 旷 具有 指数 型 误 减 性 "此 外 卫 - 样 条 小 波 具 有 对 称 狂 。 
5.2 一 图 5.5 为 B- 样 条 小 波 和 它 的 频谱 图 。 





04mrrrrrrnrnr 








64 -2 0 2 14 5 








图 5.3 2 阶 B- 样 条 小 波 和 它 的 频谱 


























图 5.5 4 有 阶 B* 样 条 小 波 和 它 的 频谱 


5.2.3 紧 支 样 条 小 波 
如 前 段 , 取 尺 麻 数 为 NeCD(m 阶 基数 也 - 样 条 ) ,定义 四 人 为 


丰 人 一 症 9 No(2 一 六 (5.20) 
式 中 5 后 史 人 ora-o， 了 013m 一 2 
9 


式 (5. 20) 定义 的 小 波 姑 (o9 具有 以 下 性 质 : 

(CD supp 一 [0,2m 一 1]; 

(2) { 厂 59D 一 2002 一 站 17 和 了 ,构成 二 CR) 的 Riesz 小 波 基 ; 

(3) 血 人 (5 是 对 称 的 (z 为 偶数 ) 或 反对 称 的 (m 为 奇数 )( 即 加 具有 广义 线性 相位 ) 。 
四 (9) 的 对 偶 小 波 9 (D 具有 上 述 相同 的 性 质 。 

图 5.6 一 图 5.8 给 出 了 2,4,5 阶 的 紧 支 样 条 小 流 .b 和 相应 的 频谱 ,图 5.9 ~ 图 5. 1 
显示 了 2,4,5 阶 对 侦 小 波 加 和 相应 的 频谱 。 
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2 0.2 

0.18 

15 0.16 

二 人 4 

1 0.12 

二 B1 

05 0.08 

ojP=”=K-- 0.06 

-| 这 
1 呈 一 一个 





由 于 10 15 20 25 


甸 5.6 2 阶 紧 支 样 条 小 波 各 和 相应 的 频谱 





123456 7 8 9 0 5 240. 15. 20 25 


05 






一 0.5 


-1! 
-01 0 5 1045 20 25 30 条 40 全 下 








图 5.9 2 阶 对 偶 样 条 小 波 太 ;及 其 频谱 











1 : 
一 12 一 10 一 8 一 4 一 2 0 2 4 位 5 10 15 20 和 5 


. 10 圭 阶 对 偶 样 条 小 波 祁 ,及 其 疾 谱 








一 1.5 
一 2 一 0-8 一 4 -420 2 4 


国 5. 11 5 扮 对 偶 样 条 小 波 Ys 及 其 频 阐 


5.2.4 ， 双 正 交 样 条 小 波 


本 爱 介 绍 对 称 的 双 正 交 样 条 小 波 。 如 在 44 节 中 那样 , 选择 Q(eosu) == 1， 代 人 


式 (4.78)， 有 

aeoo = 呈 | | 人 e 旬 
由 此 可 扒 出 

站 = (cos 呈 )”， 仿 的 长 度 为 奇数 ) 《5.21) 
或 者 








Fo) 一 cfcoss) 《的 长 度 为 偶数 ) (5.22 
回忆 8- 样 条 函数 Nt 的 滤波 器 吾 (w) 的 表示 式 (5, 19) ,可 以 知道 这 里 的 是 中 心 
在 0 或 二 的 了 B- 笠 条 函数 。 
第 一 种 傅 形 , 记 N = 2K;N 一 2 开 


开 十 天 一 1 二 5 


五 (o) 一 (es 加 的 


9 





(si 2) (5.23) 





了 
第 二 种 情形 , 记 人 = 2 天 +1,N = 2K 十 1 


五 (a) 三 [cos 汪 六 和 


， si 全 (5.2 人 


伺 


了 








在 两 种 情形 中 , 斥 均 可 任意 选择 ,对 于 图 定 的 六 ,8(:) 就 可 确定 .而 z,g, 与 N 及 N 有 

关 , 所 以 常 记 为 NBsNng wwpyisb .只 要 NAN 给 定 ,就 可 确定 出 相应 的 吾 (o) 及 也 (ou) ,再 
利用 式 (4. 67)、 式 (4. 68) ,确定 相应 的 Gow) 及 G(w) ,从 而 得 到 世 , 思 这 是 双 正 交 小 波 基 ,对 
称 的 而 且 是 紧 支 集 的 。 
图 5.12 ~ 图 5.14 分 别 画册 了 N,N 最 初 几 个 取 值 对 应 的 wp, angyisgp 及 Ang 的 图 
形 , 表 5.1 给 出 了 对 应 的 滤波 器 , 列 出 了 kx 音 (=),wnH(z) 中 玉 ,N 最 初 的 几 个 值 ， 
(= 汪 er ,yi 一 1) ,可 供 读者 查阅 相关 样 条 函数 和 小 波 的 滤波 器 以 及 图 形 和 支 集 等 。 
进而 由 样 条 支 集 长 度 还 可 以 判断 该 样 条 函数 的 阶 数 ,例如 :gp, 其 滤波 器 为 
































人 


它 是 5 阶 样 条 .sp 的 滤波 器 是 





全 由 一 1 0 3 一 全 于 ,半生 | 


它 是 3 阶 样 条 .和 欲 知 相应 小 波 的 滤波 器 可 用 熟知 的 公式 (4. 67) 和 式 (4. 68) 计算 。 
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图 5.12 N=1,N= 3,5 的 样 条 例子 ,N = 1( 无 图 ) 用 Haar 基 ， 


Suppwp 一 [一 N 十 LN] Suppsg 一 Suppowy 一 上 1 
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图 5.43 N = 2,N = 2,4,6,8 的 样 条 例子 ,Suppxwg = [- N,N]， 


了 N 
Suppawvy 一 Suppaw 风 一 [- 计生 十 ] 
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图 5.13( 续 ) 六 = 2.N 一 3,4,6,8 的 样 条 例子 ,Suppswp = [一 N,N]， 


Supps.w 一 Suppa.n 节 一 [ 富 + 
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一 2 =1 0 1 


图 5.14 太 = 3,N = 3,5,7,9 的 样 条 例子 ,对 N = 1( 无 图 ),:4p 是 平方 可 积 的 ， 


宁 f NT+1 已 3 


Suppuwg = [一 N,N 十 1],Subpswg 一 Suppax 多 一 本 一 
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1 1 1 1 4 4 


一 4 一 2 了 2 本 一 了 候 5 








图 5.14( 续 ) N = 3,N = 5,7,9 的 样 条 例子 ,对 N = 1( 无 图 ) ,9 是 平方 可 积 的 ， 


一 1 让] 


Suppiwg = [一 NIN 十 1],Suppang = Suphbsnw 丰 一 
2 2 
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末 5.1 和 ,IN 是 最 初 的 几 个 值 对 应 的 滤波 器 {z = er ，> 如 = 






























































间 (m 
六 2 2 
互 + 人 一下 
3 1 iiL 3 
| 天 天 十 访 = + 二 + 二 二 说 269 1 
3 
克 8 
_ 1113+1 1 
2 闸 十 二 > 十 村 十 下 机 学 
3 3 工 十 是 1 3 3 
4 | 启 一 一 站 一 直 二 十 条 十 训 < 一 站 < 一 疝 2 十 天 。 
国人 
2 到 (十 2 加 。 计 员 汪 寺 有 5 二 10242 十 3565 十 256 十 2565 
一 123 十。 
10247 十 
8 275(35za 一 70s 一 300g 上 十 6705 十 1228z “一 3126z ”一 3796x 十 
10718z 十 22050 十 10718z= 一 3796zz…) 
一 上 
1 四 十 了 士 和 一 全 
3 ， 7 5 
3 | 到 = 恒定 前 十 一 
1 5 75 13 
1 | 一 2 十 52 十 8 39 一 站 85 十 256 十 36 一 路 6 
3 | 言 (于 十 3 十 3z 十 2 
| 2 3527 一 1055 一 195o 十 865z “十 3362 一 3489 十 3075 十 
11035 十 11025e…) 
| 2 人 ae 二 189z 十 469o 一 19115 一 13085 二 9882 十 1140 
一 29676c 十 190s 1 十 87318 十 87318z) 
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5.3 二 维 小 波 
在 实际 应 用 中 ,二 维 信号 (例如 图 像 ) 可 用 二 元 函数 f(z,?) 来 表示 ,因此 需要 二 维 小 
波 , 本 节 简 要 地 把 一 维 小 波 推广 到 二 维 小 波 。 
S$.3.1 ”二 维 小 波 变 换 
定义 5.5 设 /xz,y) E 王 (R), 二 维 小 波 函 数 W(z,y) 满足 容许 性 条 件 
三 广 wepaay=s (5. 25) 
岂 积 分 
人 De) = 二 六 六 Fen8 一 和 ,2 和 jdzday (天 0 (26) 


称 为 Ary?) 的 二 维 连 续 小 波 变换 。 
区 式 (5. 26) 中 的 参数 离散 化 , 取 a 一 2 已 一 ?站 人 = 22* 刚 可 得 到 二 维 离散 型 小 波 
变换 


{《 王 户 G 尖 0 一 27 | LTFCz 人 天 227 一 下 2 一 四 dzdy 《5. 27) 
到 


5.3.2 ”二 维 小 波 分 解 


把 一 维 小 波 推 广 到 二 维 小 泪 , 最 简单 的 情形 是 把 二 维 小 波 写成 两 个 一 维 小 波 的 乘积 : 
4z,y) 一 彤 (z) 凶 (y), 即 张 量 积 的 形式 ,或 变量 可 分 离 形式 。 
设 下 和 G 是 两 个 线性 空间 ,基底 分 别 为 { 方 hez 和 { 色 jaez, 令 空间 五 为 





于 一 { 访 g 上 人 四 《5. 28) 
则 五 称 为 空间 忆 与 G 的 张 量 积 空 间 , 表 示 为 
五 = 下 @G (5. 29) 


下 面 仍 由 多 分 辨 分 析 MRA 出 发 ,导出 二 维 小 波 函 数 和 小 波 空间 。 仅 讨论 最 简单 的 情 
形 ， 即 将 二 维 尺 度 郴 数 pr, 写成 两 个 相同 的 一 维 尺 度 函 数 的 冬 
积 :g(z3) = PCzIPCy)。 
设 {V je 是 由 wp(z) 生成 的 己 (R) 上 的 MRA, 则 允 与 双 的 张 量 积 为 
有 = 由 @V， 了 jEZ (5.30) 
构成 己 (Rz) 上 的 一 个 多 分 辨 分 析 MRA, 常 记 成 {Y3 jjez。 此 时 得 到 如 下 的 闭 子 空间 级 
套 序 列 ， 


{ 呈 区 人 区 天 CC 有 所 … 握 天 (了 ) (5. 31) 
和 六 = (0 遇 三 王 (R) (5. 32) 





第 5 章 小波 其 的 进 一 沙 认 识 及 推广 


wireorre 





机 于 {gs(z) jxez 是 芒 的 规范 正 交 基 , 可 知 

人 多 .emCZ3) 一 狠 订 ) 的 (jnea 《5. 33) 

是 V 的 规范 正 交 基 ,于 是 ,对 任意 的 F(z,y) E 王 (R') ,就 可 以 由 尺度 基 own(ziy) 在 指 

定 尺 度 2 上 做 近似 展开 。 
设 歼 ,是 交 在 Vs 中 的 正 交 补 , 则 有 

VD 人 V= (人 四 下 ) 轩 (由 开 ) 一 
(人 因 W) 四 属国 开 ) 四 (用 因 交 ) 四 (全国 册 ) 王 邦和 四 了 
(5. 34) 





式 中 
= (人 因 且 ) 四 ( 同 因 站) 四 (全 因由 ) (5.35) 
式 (5. 35) 说 明 , 二 维 小 波 空间 克 ; 由 三 个 空间 的 正 交 和 构成 ,其 基 由 三 个 小 波 基 构 成 ， 
内 (Cr 一 9(T)W 
(zyy) 一 处 TJp(y) 《5. 36) 
用 (zy3) 一 包 央 妨 
由 式 (5. 30) 和 式 (5. 34) 可 知 ,p 是 Y。 中 的 只 度 函 数 光 是 古 。 中 的 小 波 函 数 ,所 以 
{ 骨 ay2) 一 杀 s(2) 屹 m(3?) jinez 是 空间 办 玫 的 规范 正 交 基 ; 
{ 儿 nz) 一 力 e(z)gjm(C2) jemez 是 空间 矶 | 因 Vi 的 规范 正 交 基 ; 
{ 骨 wo(Zy3) 一 力 e0Z) 鸭 my) junez 是 空间 古 , 凶 了 yi; 的 规范 正 交 基 。 
由 式 (5. 34), 有 








ER 一 …… 四 下 四 天 约 机 四 … 《5. 37》 
所 以 用 on 人 zy 1 一 23 了 2E 2 构成 了 天 (CR:) 空间 的 标准 正 交 基 。 于 是 ,对 于 
YAzy) E 己 (R2) ,都 有 唯一 的 分 解 式 
天 如 人 一 人 十 gz 人 十 本 (十 g 外 Cr) 十 全 (5. 38) 
式 中 ,g(z, 7 抵 开 ;因而 ,又 有 





Fr 一 号 ma3) 十 必 邮 (Zi3) 十 心 en 本 ss(zyo] 一 


=-oobmeE 


六 了 二 CD 及 (区 十 玫 几 zi 雨 ss 有 (9] 





(5. 39) 

由 正 交 性 可 知 
de 下 re5e(o 太 CO)dady (5.40) 
胃 -| (0 轨 丰 22)dzdy (5. 41) 
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四 am 一 由 FFCzy) 硬 Z) 荔 my)dzdy 《5. 42) 


由 式 (5. 27) 可 知 , 必 eks = 1,2,3) 是 FKzyy) 的 离散 小 波 变换 。 
同一 维 情形 一 样 , 对 YAx,y) E Z(R2), 二 维 信号 Az,y) 的 分 辩 率 是 有 限 的 , 故 可 
设 Fr,y)E 而 ,于 是 由 空间 分 解 式 (5. 34) ,有 
Fr 一 万 (z 妨 一 万 人 (9) 十 g(Cr3) 一 
户 (zr 困 十 gz 十 gr) 一 …… 一 











万 人 CE 十 ET 十 全 十 BF) 《5, 43) 
式 中 , 方 E 克 本 E GO 一 1 JJ) 从 而 有 


了 
ar = > CrygreCDUa( 人 十 > > [daphs(z) 约 my) 十 
CD 多 m(y) 十 四 和 (CD) 才 (9 (5. 44) 





式 中 
oa | emsCODdrdy 《5.45》 


称 为 尺度 系数 .denks = 1,2,3) 由 式 (5. 40) ~ 式 (5. 42) 给 出 , 称 为 小 波 系数 。 

式 (5. 44) 的 第 一 项 是 方 (z;y) 的 表示 式 , 它 是 zy) 在 从 上 的 投影 ,也 即 是 fx) 
在 尺度 了 下 的 连续 逼近 。 当 ) 取 1,2,…" 不 同 值 时 可 得 到 不 同 尺 度 下 的 和 远近 。 式 (5. 45) 是 
Cry) 在 尺度 了 下 的 离 歼 逼 近 . 式 (5. 44) 的 第 二 项 是 5 E WO = 1,2，，7) 的 表达 式 
之 和 ,表示 z,?) 的 小 同 细节 成 分 的 世 加 .其 中 ,do 人 3 一 1,2,3) 称 为 Fryy) 在 不 同 尺 
度 ? 下 的 离散 细节 。 


s.3.3 Mallat 算法 


同一 维 信号 的 推导 一 样 ,在 前 面 建立 的 L(R:) 的 多 分 辩 分 析 ( 张 量 积 形式 且 正 交 的 ) 
基础 上 可 以 得 到 二 维 正 交 小 波 变换 的 快速 算法 一 Maliat 算法 , 它 是 通过 一 对 滤波 器 来 
构成 的 。 

分 解 算法 





CHbam 二 2 > ora 
的 ZnE 
二 um 一 2 maEs mw 
《5. 46) 


oa 一 则 ceogeah 了 
了 乞 


才 nem 一 》 >ciengeagnam 
式 中 的 (入 ,Br} 是 一 维 尺度 函数 和 小 波 1gp, 贸 对 应 的 滤波 器 ,并 且 了 >) 入 一 
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重 构 公 式 
co 六 co 二 dosj age 十 


了 Bt 而 m3n 十 了 da BearBmin 《5. 47) 
从 上 面 的 讨论 中 可 以 看 出 ,二 维 小 波 有 三 个 小 波 基 ,尺度 函数 仍 只 有 一 个 ,因此 二 维 
信号 (图 像 ) 经 小 波 分 解 后 应 得 到 四 个 子 图 ,关于 这 些 子 图 的 性 质 将 在 第 6 章 中 介绍 。 


5.4 小 波 包 简介 ”* 


在 第 3 章 中 已 经 知道 , 实 中 中 给 定 一 个 信号 后 , 它 的 最 高 频率 是 可 以 确定 的 。 所 以 总 候 

设 V 是 县 有 最 高 频率 的 信号 空间 。 当 对 信号 进行 正 交 小 波 分 解 时 ,第 一 次 分 解 得 到 
TD) 三 万 人 = 太 ( 站 十 和 人 
式 中 ,AD ET 六 Emma ET 且 ，, 第 二 次 分 解 得 到 
二 矿 ( 十 全 (D 十 和 人 
即 具 对 六 ( 进行 了 分 解 , 而 保留 gt (0) 不 动 。 以 后 青 继续 分 解 , 仍 是 对 低频 部 分 疡 (2) 进行 
分 解 ,高 频 部 分 ge (5,g (9D 保留 木 动 ， 
日 二 万 的 二 方 ( 全 十 三 记 (十 更 (十 可 的 二 和 二 
方 提 十 本 (十 Bi 十 …… 十 囊 (人 《5. 48) 

式 中 方 EViBE 歼 一 12 (1 

从 产 D) 的 频 域 上 来 看 , 式 (5. 48) 把 频 域 [0,1] 上 的 信号 分 解 成 本 同 频 域 ( 带 ) 上 的 信 
号 : 方 的 频带 为 [0,2 ] ,8 的 频带 为 [2 2 一 了 一 1 2,1, 邯 对 于 某 个 ; 室 间 琴 ， 
的 频带 是 不 变 的 , 克 ; 的 正 交 基 {%s(D )eez 的 频 窗 也 是 辕 定 的 。 对 于 一 般 的 信号 , 随 着 尺度 
2 人 12 的 变化 ,{ 甸 的 时 频 窗 在 变化 ,可 以 满足 对 关 9) 的 时 频 特 俱 的 分 析 ,。 但 
是 对 于 某 些 特殊 信号 ,需要 在 指定 的 频率 处 有 大 时 窗 或 指定 时 间 处 有 大 频 窗 ,显然 用 上 面 
小 波 基 对 这 些 信号 进行 时 频 分 析 不 再 是 经 济 有 效 的 了 

为 了 满足 一 些 特殊 信和 号 的 时 频 分 析 的 需求 , 即 高 频 部 分 要 有 较 小 的 频 窗 ,可 以 改变 一 
下 前 面 所 述 的 正 交 小 波 的 多 分 辨 分 析 的 分 解 形 式 , 即 每 次 分 解 不 只 是 分 解 W ,对 丙 , 也 进 
行 分 解 ,把 厂 , 分 解 成 凡 个 具有 不 同 频 域 的 子 空 间 。 这 样 ,可 以 针对 被 分 析 信号 的 特征 , 自 
适应 地 选择 相应 频带 ,使 之 与 信号 的 频谱 相 匹 配 , 从 而 提高 分 辩 率 。 


5, 4,1 正 交 小 波 包 的 概 愈 

















设 ((Y 9800) 是 二 (R) 的 一 个 MRA, 则 p(9 及 相应 的 正 交 小 波 的 满足 双 尺 
度 方 程 





小 





折 与 直 用 革 础 


9 一 Vip(2 一 站 (5. 49) 
内 D 一 赔 >)8up(25 一 各 (5.50 
记 和 而 的 一 儿 Da 人 一 风 六 , 刚 式 (5. 和 9) 和 式 (5, 50) 分 别 写 成 
四 一 > jzo(28 一 全 (5.51) 
(0 一代 >)guto(2t 一 站 (5.52) 
定义 5.6 由 公式 

at 人 (及 一 ai( 2 一 全 (5.53) 
it 人 一代 getr(2E 一 站 (5.54) 





定义 的 函数 集合 {u(D | 一 2 或 2 十 17 一 0,1,…) 称 为 关于 正 交 尺度 函数 人 一 p 人 (人 
的 小 波 包 。 
由 于 Pi 由 滤波 器 (hu juez 唯一 确定 ,所 以 又 称 {xs(i)) 为 关于 { 轧 } 的 正 交 小 波 包 。 


5.4.2 亚 (R) 的 小 波 包 分 解 


在 关于 亚 (R) 的 一 个 正 交 多 分 辨 分 析 的 讨论 中 已 经 知道 ,gp( 上 是 训 的 正 交 基 ,WDD 
是 克 。 的 正 交 基 ,此 时 也 常 说 Y, 由 yp(9 的 平移 系 张 成 , 即 
TV 一 spanfg 人 ft 一 到 ) jiez 

或 

有 一 closnm (Pt 一 名, 夫 坪 吕 } 
驳 , 册 民 切 的 平移 系 张 成 , 即 

歼 ， 一 span{ 凡 一下) 大生 也) 
现在 , 引 人 和 人 前面 的 记号 后 ,可 以 将 上 而 的 表示 写成 

Wo 一 spanfao 侍 一 下 ) 大生 允 

研 。 一 spanfa 企 一 如 人 反 了 


再 引 人 记 号 
本 态 《5.55) 
太一 册 《5. 56) 
显然 
到 三 V 三 肌 。 
[一 下 的 = 砚 四 W = 《5. 57) 
从 面 可 知 
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《人 一 有 at 一 加 0)》 一 0，& 克 名 (5. 58》 
且 


人 和 人 一 下 和 一 陨 ) ) ncz 《5. 59) 





构成 [2 的 标准 正 交 基 。 
为 了 把 空间 分 解 式 (5. 57) 进行 推广 , 设 D2, = span{27ao( 生 一 妨 寺 和 了 , 则 容易 证 
明 区 ,的 标准 正 交 基 与 开 和 世 的 标准 正 交 基 :{zo (一 妃 》 和 ft 一 怒 ) 有 训 下 关系 ; 


2 (2 一 站 一 六 [Fastt 一 及 十 有 aaet(t 一 站] 《5. 60》 
事实 上 ,由 于 式 (5. 59) 也 是 De: 的 标准 正 交 基 , 所 以 有 
(一 有 一 [on 一 站 十 Bt 一 门 ] 
利用 式 (5, 51)、. 式 (5.52) 及 式 (5, 58) ,有 
四 = | (2 一 月 矶 (一 0 下 一 加 we 一 有 夸大 疝 (2 一 2 一 办 由 = 
2 友 ( 时 一 有 而 (2 一 开 一 亲王 一 天 
同 理 , 有 再 二 Sa 
设 {za (jos 是 关于 { 扩 } 的 小 波 包 , 式 (5. 60) 可 以 推广 (事实 上 可 以 证 明 ) 为 
Wi 人 2 一 站 二 有 aor(2 一 站 十 和 Foot 一 六 (5.61) 


如 果 记 
丽 = spanf(2 二 (2 一 外 天 人工 《5.627 
则 式 (5. 61) 说 明 避 的 基 能 用 U5 与 D 绚 的 基线 性 表 出 ,这 样 ,可 以 招式 (5. 57) 推广 威 
下 一 U 四 D， 了 和 了 《5. 63》 


由 于 芭 = 全 世 = 本 ;利用 式 (5. 63)， 可 得 如 图 5. 15 所 示 的 V, 的 树 结构 分 解 关系 。 


下 ( 喇 克 (有 ) 
人 忌 
区) LT() 局 
人 NA [NA ] 愉 从 
本 (网 男 可 区 六 册 玉 局 


图 5,.15 小 波 包 树 结构 分 解 图 


小 波 分 析 与 应 用 基础 手 
~ 一 一 一 一 一 一 一 一 -- 一 


图 5. 15 中 品 示 了 每 个 节点 上 子 空间 被 一 分 为 二 变 为 两 个 子 堂 间 , 所 以 图 二 15 也 称 为 
的 有 变 分 解 图 ,在 图 5 1 所 示 的 关系 中 ,每 一 层 的 各 子 空 间 是 相互 正 交 的 ,W' 的 基 可 由 
任 一 层 ,例如 第 ) 层 (0 = 0 12 ,7) 各 子 窗 何 的 基 合 起 来 组 成 ; 
123 一 个 EZW 01 一 二 (5.84) 
而 且 根据 需要 , 某 个 DY 的 基 又 可 由 LU 与 Us 的 甘 赴 代 , 这 样 , 对 于 Vs 的 基 { 式 (5. 64))， 
可 以 在 六 的 频 域 [0; 1 内 任何 一 个 子 带 上 香精 纲 分 旭 ,Vy 的 分 解 美 系 及 相 联 系 的 频带 分 
划 可 用 图 5. 16 表示 ， 





去世 1 W 的 炳 结构 分 是 及 各 层 拖 室 则 所 占 的 频 送 


对 于 有 些 信号 72) E Vny 只 需要 在 某 个 屯 率 附近 局 部 化 ,其 他 天 率 范围 不 需 局 部 化 。 
此 时 ,如 果 选 用 式 (5. 64) 所 类 示 揭 区 , 则 Fe) 分 解 式 中 的 系数 比 选 一 个 * 更 人 台 适 " 基 的 分 
系 数 要 多 许多 ,实在 不 划算 ,这 是 一 种 "浪费 "如果 按 图 5 16 中 的 困 影 部 分 的 子 空间 来 


过 择 猎 ( 根 据 指定 的 需要 局 部 化 的 频 事 点 ,如 证 点 在 | 号 24] 中 )，, 邮 


(2 一 后 12 Wo (234 一 有 22us(2ntt 一 下) 
人 EZm=467wee 10,1) (5. 65) 
这 样 , 用 基 (5. 65) 来 分 解 信 号 7(5 ,其 系数 化 用 基 (5, 547 取 ) = 4 米 分 解 信号 要 少 得 多 , 因 
为 在 不 需要 局 部 化 的 频 域内 ,信和 全 可 用 “ 查 模 * 基 表 示 ， 
尺度 室 间 V 或 已 (R) 的 基 有 很 多 种 选择 ,例如 ,分 割 时 间 轴 在 频率 轴 上 是 一 致 平移 
的 局 部 余 艾 基 ,这 星 , 只 讨论 在 小 该 库 ( 集 》 
(2 人 2 二 一 二 E ZEZm oo) (5. 667 
中 寻 取 小 钙 包 基 的 问题 .小 波 包 执 的 选取 ,到 决 于 V, 或 L(R) 的 分 解 方 式 或 者 说 它 是 疾 
域 的 某 种 分 襄 ， 
定义 5.7 在 式 (5. 66) 表示 的 小 波 庆 中 ,抽取 能 组 成 空间 Wi 或 己 (R) 的 一 组 标 交 正 
交 基 称 为 W 或 L(R) 的 一 个 小 舰 导 基 ， 
关于 V 或 己 ( 有 R) 的 分 解 ,只 要 热 悉 多 分 辩 分 析 及 式 (5. 55) , 式 (5.56) 利 式 (5. 63), 就 











不 难当 出 它们 的 分 解 形式 ,为 了 应 用 方便 ,下 面 给 出 驳 , 和 Vi; 的 分 解 式 ， 
丽 = 下 三 Di 的 Di 一 De 咎 中 Fe 由 De 一 


0U 国 … 国 Dr 《5.67) 
欧 二 切 二 Un 四 Un 二 Loz 钻 LU。 申 夏 ， 由 Da 三 
人 Dr 图 U 四 …… 国 D 记 (5.68) 
其 中 子 空 间 L7? 的 标准 正 交 基 ( 见 式 (5. 627) 为 
人 2 人 (2 一 让) (5. 69) 














在 讨论 多 分 辩 分 析 时 已 经 知道 , 忆 (R) = limV,, 因 此 由 式 (5. 68), 对 于 国定 的 户 有 
严 (R) 一 不 四 丰田 …… 申 下 四 一 
此 时 严 (R) 与 上 面 分 解 式 相应 的 小 波 包 基 是 
人 2 人 (2 人 一直 证 后 呈 012} (5.70) 
式 (5. 70) 表示 的 基 也 称 为 王 (R) 的 子 带 基 ( 各 子 带 的 宽度 为 2 )。 
当 写 亚 (R) = 的 机 ,此 时 己 (R) 的 小 波 基 是 
人 2 一 和 (5.71)? 
即 在 小 波 库 中 选取 = ] 时 的 小 波 包 基 。 由 此 可 见 ,72z( 了 ) 的 小 波 基 是 小 波 包 基 的 特例 ,小 
波 包 基 是 小 波 基 的 推广 形式 。 


s,4.3 ”最 优 基 的 选取 


在 实际 应 用 中 ,只 考虑 Wo 的 小 波 包 基 的 选取 问题 由 前 一 段 的 讨论 知道 ,Ye = QU ,而 
三 又 可 以 写成 许多 不 同 子 空 间 LU7 的 正 交 和 。 例 如 ,与 式 (5. 65) 对 应 的 分 解 
- 机 = 克 一 开国 开 四 大 四 殉 力 开国 看 
是 不 是 任意 网 取 若干 个 U CnE N) 都 能 构成 i 的 正 交 分 解 , 从 图 5. 16 可 以 看 出 并 非 如 
此 ,因为 许多 子 空间 之 间 有 包含 关系 。 那 么 ,怎样 选取 到 才能 使 它们 的 和 正好 是 Yo ,仍然 
从 图 5. 16 来 看 ,U7 对 应 的 频 域 区 间 是 [2…(n 十 1)27] ,如果 7 的 选取 使 得 这 些 子 区 间 
两 两 不 相交 且 正 好 是 区 间 [0,1) 的 一 个 划分 , 即 

有 DO 二 TD2) = [0 《5.72) 

式 中 ,S 握 NXN,Goa 对 应 二 叉 树 的 节点 .只 有 这 样 的 一 些 L77 才能 构成 w 的 正 交 分 解 。 
至 于 Yo 的 小 波 包 基 ,可 以 用 辐 样 的 方法 , 在 小 波 岩 式 (5. 65) 中 选取 7” 使 得 式 55. 72) 
成 立 ， 

由 以 上 分 析 可 以 看 出 ,使 得 式 (5. 72) 成 立 的 jz 的 赐 取 可 以 有 很 多 种 ,它们 都 可 以 作 
为 Vi 的 小 波 包 基 ,这些 小波 基 中 娜 一 个 是 所 要 的 “最 优 ” 的 基 呢 ? 

所 谓 “ 最 优 " 基 ,就 是 对 所 要 表示 的 信号 户 ( 纺 来 说 ,按照 某 种 衡量 准则 来 评价 ,衡量 准 
则 可 以 是 函 教 六 与 基 之 条 的 某 种 蝶 离 , 也 可 以 是 六 在 基 下 能 量 集中 的 程度 ( 闵 在 基 下 的 
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表示 系数 只 有 少数 几 个 不 可 忽略 ,其 他 系数 绝对 值 接近 零 ), 这 种 准则 常用 花费 函数 来 
刻画 。 
定义 5.8 。 设 实 序列 了 = { 必 } 是 灵 昌 在 一 组 基 下 的 系数 , 若 存 在 非 负 逐 眉 连 续 函 数 
心 使 得 
MGd) = 22 dl)， AHAO 一 0 (5.73) 


则 称 MM 是 da 的 花费 函数 。 

花费 函数 常用 的 几 种 拒 式 见 文献 [8]。 

现在 ,很 设 花费 函数 已 确定 ,下 面 讨论 如 何在 小 波 库 中 选取 花费 最 小 的 小 波 包 基 。 

下 前 面 讨论 可 知 , 求 最 优 小 波 包 基 , 就 是 要 求 出 对 应 W 的 一 种 分 解 ; 

TY 一 , 颗 . 忆 《5.74) 

使 得 花费 函数 在 上 面 分 解 中 的 每 个 U; 上 取 值 之 和 达到 最 小 。 

设 六 9 在 IJ 基 下 的 系数 序列 为 必 " = { 必 "} 一 旦 花费 函数 确定 ,M(d) 一 
2 (1 de 容易 算出 。 

由 于 W 的 小 波 包 分 解构 成 了 一 个 完整 的 树 结构 ( 见 图 5. 15 , 故 可 称 训 为 树 根 ,7' 为 
树 的 节点 。 在 算出 每 个 节 U? 上 的 花费 函数 值 后 ,把 它 记 在 相应 的 节点 上 ,可 得 图 5.17。 











图 5.17 花费 函数 在 。 的 小 波 包 二 叉 树 节点 上 的 什 





了 V 的 最 优 小 波 包 基 的 获取 步骤 如 下 : 

第 一 步 :在 树 的 最 低层 各 节点 标 上 * 号 。 

第 二 步 : 从 底层 开始 ,将 同一 层 每 两 个 节点 值 之 和 与 上 一 层 节点 值 比较 , 若 和 大 于 上 
一 层 值 , 则 在 该 节点 处 标 上 * 号 ,以 表示 它 比 下 一 层 两 个 节点 花费 函数 之 和 小 . 若 和 值 小 
于 上 一 层 节点 的 值 , 则 将 和 值 写 在 该 点 处 ,以 符 换 原 有 值 ,如 图 5. 18 所 示 。 

第 三 步 ,从 树 的 顶层 开始 经 每 个 节点 向 下 层 搜索 , 遇 到 标 有 * 号 的 节点 则 停止 (该 节 











图 5.19 最 优 小 波 包 基 的 例 


5. 4.4 “小波 包 算 法 


设 FD E W ,由 WV 的 裂变 分 解 关系 可 知 , 对 于 任意 指定 的 5 层 ,有 
页 = 丰 四 中 四 …GU 生 
再 由 式 (5.64)》 ,可知 
FFDD = 所 十 及 十 生 十 译 于 
其 中 户 E LU, 又 由 于 万 = 0U 咎 轩 U 纳 ,所 以 


小 波 分 析 与 应 用 基础 





户 =j 有 十 放生 (5.75) 
从 式 (5.75) 出 发 ,利用 [的 基 和 2 与 万 和 的 基线 性 表 出 式 (5. 61) ,容易 得 到 小 波 
包 锯 速 分 解 算法 , 即 利用 已 知 的 彗 波 器 { 轧 ,84} ,在 尺度 ) 下 在 某 子 空间 避 7 中 的 投影 系数 
《 即 该 子 空 间 基 下 的 系数 )dr， 计算 出 尺度 ; 十 1 下 了 在 U 与 LU 中 药 投影 系数 dts， 
cd 
分 解 算法 公式 ， 
一 yd 态 中 
下 稳 也 《5,.76) 
di 去 六 站 2 
在 式 (5.75) 两 器 ,将 函数 用 它 所 在 的 子 空间 的 基 表 未 ,再 利用 式 (5, 53) , 式 (5- 54), 梧 得 重 
构 公 式 ， 
由 一 > (dj 十 导 ean)， 天 所 (5.77) 


系数 心 称 为 小 波 包 系 数 , 它 是 了 在 子 裤 间 U 的 投影 系数 ,所 以 小 波 包 系 数 也 可 以 用 一 个 
桂 结构 图 表示 ,如 图 5. 20 所 示 。 








图 5. 20 小 恋 包 系数 的 树 形 图 





由 前 一 段 讨论 可 知 , 对 于 已 给 的 信号 A(9 ,在 选 定 了 一 组 小 波 包 基 后 ,也 就 相应 确定 
了 T 的 一 种 分 解 V。 一 .里 .05 为 选 定 的 子 空间 1 的 指标 集 ), 此 时 容易 写 出 了 在 该 小 
波 基 下 的 分 解 式 





上 一 > > 帮 82a(2 人 一 内 《5.78) 


CES 8EF 


反之 ,如 果 已 知 fb 在 一 组 小 波 包 基 下 的 系数 必 ,, 则 由 重 枸 公式 式 (5.77》, 逐 步 计 
算 , 最 后 得 到 直 。 即 疙 D 在 Yo 中 的 投影 系数 , 它 即 是 AD 。 
美 于 小 波 基 , 从 第 3 章 至 本 节 , 已 经 叙述 了 一 些 常 用 的 具有 某 些 性 质 的 小 波 基 .。 随 着 小 








波 理 论 的 深入 研究 和 广泛 应 用 ,产生 了 许多 4 
[a, 妇 (或 通过 伸缩 与 平移 变换 成 [0,1] 区 间 ) 上 时 ,就 需要 构造 亚 [0,1] 上 的 区 间 小 波 : 为 
了 改变 小 波 的 性 质 ( 如 提高 消失 矩 ), 而 构造 了 提升 小 波 : 由 一 个 小 波 生 成 的 小 波 基 , 不 能 
同时 具备 正 交 性 .对 称 性 、 紧 支 性 、 撒 值 性 和 高 阶 消失 矩 等 ,因而 产生 由 多 个 母 小 波 生 成 小 
波 基 的 多 小 波 ;其 他 的 诸如 插值 小 波 ,高 维 小 波 ,伸缩 因子 不 是 2 的 (如 大 竹 2 或 非 整数 ? 
一 维 或 高 维 小 波 ; 解 析 小 波 、 向 量 小 波 ,球面 小 波 ,第 2 广义 小 波 ; 等 等 小 波 理论 还 不 断 发 
展 , 应 用 范围 也 在 不 断 扩展 与 深信 .有 兴趣 的 读者 ,请 参阅 有 关 文 献 。 











小 结 











在 前 几 章 的 基础 上 ,本 章 总 结 了 小 波 基 的 几 个 重要 的 数学 特征 ,并 对 小 波 基 进 行 了 推 
广 .例如 ,实际 中 应 用 较 多 的 样 条 小 波 和 二 维 小 波 。 

《1) 小 波 基 的 数学 特征 小波 的 正则 性 ,消失 矩 ` 正 交 性 、 双 正 交 性 、 紧 支 性 和 对 称 性 等 
都 是 小 波 基 重 要 的 数学 特征 。 应 充分 理解 这 些 性 质 的 含义 。 

一 个 函数 的 正则 和 性 反 映 了 该 表 数 的 光滑 性 , 它 可 以 用 一 个 数 来 量化 , 这 个 数 就 是 
Lipschitz 指数 ,而 小 波 风 D 在 及 上 的 一 致 正则 性 与 | 多 w) | 的 衰减 性 有 关 。 可 以 证 明 , 如 果 
存在 常数 KK, 使 得 


























| 大 o | 所 《1) 


一 下 
1 十 |” 
则 允 b 一 定 王 次 可 微 。 

消失 抢 与 正则 性 有 关 。 若 已 知 函 数 丸 D 的 消失 惩 , 则 可 以 利用 产 D 的 小 波 变换 估计 了 
的 局 部 工 一 a. 有 些小 波 的 正则 性 会 随 消 失 矩 的 增加 而 提高 。 
要 求 小 波 具 有 较 高 正则 性 或 其 他 性 质 , 目的 是 提高 用 小 波 基 有 效 逼近 信号 的 “最 优 











(2) B- 样 条 小 波 。.Battle- Lemarie 样 条 小 波 ,是 由 尺度 函数 9 殉 m 阶 基数 B- 样 条 函数 
Non(D 来 构造 的 ( 见 式 (5. 18)) 由 于 No。 (bb 的 整数 平移 不 正 交 ,所 以 wp 也 是 平移 不 正 交 
的 ,需要 正 交 化 。 

Battle - Lemarie 样 条 小 波 没 有 分 析 表 达 式 ,不 具有 紧 支 性 .但 它 具 有 对 称 性 和 指数 型 
误 减 性 。 

(3) 紧 支 样 条 小 波 , 令 





So 


加 (一 豆 [ 宝 袜 me+t-ojwex-a (2) 
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式 (2) 定义 的 小 波 加 其 支 集 为 [0,2m 一 菇 ,是 对 称 的 (m 为 偶数 ) 或 反对 称 的 (zz 为 奇 
数 ) .加 的 伸缩 与 平移 可 以 构成 二 (R) 的 Riesz 基 .。 细 (9 的 对 偶 小 波 也 具有 同样 的 性 质 。 
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Coreiovnivvmoraor amevar 


(4) 双 正 交 样 条 小 波 .对 称 的 双 正 交 样 条 小 波多 与 沪 , 在 构造 时 取 9(2) 为 中 心 在 零 或 








的 B- 样 条 画 数 .分 N,N 为 偶数 和 麻 数 两 种 情形 ,经 过 一 些 理论 上 的 推导 ,得 到 直接 构造 
滤波 器 前 公式 ， 
情形 TI 六 =2K,N= 2 坟 





吾 (o = (ea (3) 
KK-1T 下 1 
五 (w) 一 (多 之 四 1 ( 亚 允 ) (0) 
情形 IT N= 2 下 上 +1 太 一 2 天 十 1 
国 加 2 
下 (wm = (cos 作 ) (5) 


各 (er 号 《6 


百 (w) 一 e 嫩 (cos 交 ) ) 之 
先 取 定 并, 再 选取 开 , 当 玉 取 定 后 8() 就 可 以 确定 。 而 办 Y. 与 六 及 N 有 关 , 记 为 
PnP 它们 的 图 形 见 图 5. 12 ~ 图 5.14 百 (s),wwH(s) 中 你 ,N 最 初 的 几 
个 值 见 甫 5. 1 。 
55) 二 维 小 波 。 图 像 处 理 问题 要 用 到 二 维 小 波 Wz,?)。 它 是 王 (R') 中 满足 容许 条 件 
式 (5, 25) 的 函数 。Fz) 的 二 维 小 波 变换 见 式 (5 26) 及 式 (5. 27) 。 
本 章 仅 讨论 简单 而 又 实用 的 张 量 积 (或 可 分 离 形式 ) 二 维 小 波 。 
将 二 维 尺度 函数 pP(z;,y) 定义 为 
pz 一 Pr)pfty) 
9,) 是 一 维 尺 度 函 数 , 己 (R:) 上 一 个 正 交 的 MRA 记 成 TY; jez 或 { 褒 ，p(zyy)j)ezy 其 中 
有 = 叫 因 岂 , 他 的 规范 正 交 基 是 ， 
《em(T53] 一 到) 和 (7)jamea 《7) 
子 空间 他; 的 分 解 式 是 
Vm 一 丰 申 形 
其 中 小 波 空间 琴 ; 是 三 个 张 量 积 空间 思 加 厂 , 古 | 因 册 与 克 | 四 歼 ; 的 正 交 和 , 邢 ; 是 到 
在 只- 中 的 正 交 补 . 设 办,(*) 是 砍 的 规范 正 交 基 ,类 似 式 (7), 不 难 写 出 空间 友 图 克 ， 
殉 ) 因 台 和 页 ) 四 肌 的 规范 正 交 基 。 
应 用 中 的 二 维 信号 总 是 分 辩 率 有 限 的 ,所 以 可 设 疙 rz,y) E 到 。 由 于 
一 开 因 了 本 一 有 四 册 由 W 昌 … 四 彤 











所 以 有 


各 5 昔 小 波 基 的 进一步 认识 及 推广 


rraavroue-oaimaramvmurec aommrear rmirimronrmenevenr 


CT) _renhoecDrTeca 《8) 


式 中 万 插 页 E 开 1G 一 太一 1 和)。 由 此 , 方 , 吉 可 写成 
万 (zy) 一 eraagpa(2 和 (7) 《9) 


可 (zy 一 > [wopis 人 而 (3) 十 二 和 ageCZJpn(3) 十 本 gs(Z) 几 (37 
站 


(10) 
由 式 (8) . 式 (9). 式 (10) ,可 得 F(z,y) 的 分 解 式 ( 见 式 (5. 44))， 系 数 crem 称 为 尺度 系数 ， 
dens = 1,2,3) 称 为 小 波 系数 。 
二 维 小 波 变换 也 有 Mailat 快速 算法 ( 见 式 (5. 46)、 式 (5. 47))。 
图 像 经 小 波 分 解 可 得 到 四 个 子 图 。 
(6) 正 交 小 波 包 , 记 因 人 9 = gp(D ;ua (9 = 虹 有 并 设 其 滤波 器 组 为 (各 84} 由 公式 
ai 人 一 虞 >》 acr(24 一 要 


Wan 人 一 娩 >8ali(2 一 本 


所 定义 的 函数 集合 {z (9 12 一 2 或 2 十 1 =0,1，} 称 为 关于 尺度 郴 数 PC 或 { 加 } 的 
正 交 小 波 包 。 
记 研 一刀 四 = 古 , 则 由 一 四 友 , 可 得 
= 区 由 到 《12) 











(11) 





经 简单 推 证 可 得 空间 分 解 式 
下 三 ULU 图 UN， 7EZ 《13) 
令 n = 0, 取 j= 01 重复 使 用 式 (13) ,得 到 空间 V, 的 树 结构 分 解 图 ( 见 图 5. 15) .出 
图 5. 15 可 以 看 出 ,V, 可 用 任 一 层 ( 如 第 / 层 ) 上 的 LU7Ca 一 0,1,… 2) 的 正 交 和 表示 , 即 
网 = 下 四 下 四 … 国 0 《14) 














而 I 的 基 是 





{202i(2 于 一 站 | 下 全 区 和 一 0 入 一 1) (15) 
小 波 包 基 的 主要 优点 是 ,在 分 解 式 (14) 中 , 某 个 可 可 以 再 分 解 成 U 和 f 田口 竺 ,从 而 在 
W 的 频 域 [0,1] 内 任 一 子 带 上 可 选取 更 精细 的 子 带 基 , 以 适应 对 某 些 特殊 信和 号 的 分 析 。 
(7) 小 波 包 算法 , 设 FE ,由 Wi 的 分 解 式 (14), 有 
让 = 开 十 及 十 … 十 天 (16) 
其 中 , 户 E 中。 又 由 分 解 式 (13), 有 
太一 让 十 (17) 
利用 已 知 的 泪 波 器 { 襄 , 司 } 及 小 波 包 的 定义 ,U7 与 DT? 和 1 竺 : 基 之 间 的 关系 ,有 下 面 的 分 


解 与 重 构 算法 的 Mallat 公式 ， 
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[2 4d7， 下 -ar 
“ 开 E 了 《18) 
CT 二 2d7v En 
7 
与 
由 dr 十 iogran》 (19) 


其 中 ,dy 是 了 在 U7 中 的 投影 系数 。 

实际 应 用 式 (18) 时 ,从 半 = 0 一 0 开始 ,显然 , 必 ， 一 co 

从 小 波 系数 的 树 形 ( 见 图 5, 20) 不 难看 出 ,分 解 式 是 从 上 奎 下 一 层 一 层 递 推 计算 的 ;而 
重 构 公 式 是 从 下 至 上 一 层 一 层 递 推 计算 的 ,当然 每 一 层 中 的 中 的 选取 还 要 依赖 于 预先 选 
取 的 小 波 包 基 ， 


习题 


1 设 gw(D 是 正 交 MRA 的 尺度 函数 ,%(t 是 相应 的 小 波 , 且 p 和 乡 都 具有 衰减 性 : 
gp 过 CCGT He 
| 克昌 | 过 CoG 十 | 上 革 (CC: 为 正 的 常数 ,e > 0) 
证 明 , 如 果 Wi) 具有 户 阶 消失 和 矩 , 则 
0 类 w) 和 它 的 前 请 一 1 阶 导数 在 w = 0 处 为 零 
(2 Aroy 和 它 的 前 请 一 1 阶 导数 在 w = 处 为 夫 。 
2 设 民 六 具有 衰减 性 | 丰 DD | 秋天 (1 十 | 引 半 一 (区 0 为 常数 ,se>0)，7D E 亚 ( 有 ) 
具有 Lipschitz 指数 a(0 < ae 必 1) ,证 明 存 在 常数 C, 使 得 小 波 变换 满足 
[WPGe 六 | 过 Cast 
3， 证 明 式 (5.46》 和 式 人 《5.47) 。 
4. 证 明 式 (5. 76) 和 式 (5.77)。 
5. 设 FoD E Vs, 已 知 采样 值 为 1 } 记 ,对 于 图 5. 19 所 示 的 最 优 小 波 基 , 试 说 明 如 
何 计算 分 解 式 (5. 78) 中 的 系数 dxs9 























小 波 分 析 的 应 用 十 分 广泛 ,除了 在 数学 和 物理 领域 的 许多 学 科 , 如 微分 方程 求解 、 数 
值 分 析 、 量 于 力学 .理论 物理 等 学 科 中 应 用 外 ,在 其 他 自然 科学 中 ,例如 在 信和 号 分 析 与 图 像 
处 理 、. 模 式 识别 ,语音 的 合成 医学 成 像 与 诊断 、 地 震 与 勘探 ,自动 控制 .气象 与 水 文 .计算 
机 视觉 与 图 形 学 ,故障 诊断 以 及 军事 科学 等 诸多 领域 ,都 有 成 功 的 应 用 。 随 着 小 波 理论 的 





深 人 研究 , 它 的 应 用 还 在 不 断 扩 展 。 

本 章 仅 侧重 于 介绍 小 波 分 析 在 信号 与 图 像 处 理 方面 的 一 些 应 用 .目的 在 于 使 读者 通 
过 这 些 内 容 葛 学 习 ,一 方面 加 深 对 小 波 理论 的 理解 , 另 一 方面 了 解 小 波 理论 应 用 于 实际 的 
思想 和 方法 ,为 进一步 学 习 小 波 理论 和 应 用 打下 基础 。 


6.1 函数 的 奇异 性 与 小 波 变 换 


函数 在 某 点 处 间断 或 基 阶 导数 不 连续 , 称 函 数 在 该 点 处 有 奇异 性 ,该 点 称 为 奇异 点 。 
利用 小 波 变换 具有 时 频 局 部 化 的 性 能 ,可 以 对 函数 (信和 号) 的 奇异 性 进行 分 析 ,并 确定 奇异 
点 的 位 置 与 奇异 性 的 大 小 。 


6.11 霖 异性 的 二 指数 度量 


利用 5. 1 节 中 讨论 过 的 Lipschitz 指数 。 的 概念 ,可 以 对 常见 的 奇异 点 用 工 指数 来 度 
量 。 为 此 , 先 引信 函 数 FAz) 与 它 的 原 函 数 F(z) 在 mm 点 处 的 工 指数 的 关系 。 
引 理 6.1 车 疙 D 的 原 函 数 F(D 在 所 处 的 Lipschitz 指 数 为 e 十 1Ca< 必 0), 则 FD 在 
如 处 的 二 指数 为 。 
对 于 斜坡 形式 或 折线 函数 , 设 % 是 奇异 点 ,显然 有 
| 和 十 站 一 天 和 | 委 ci ce>0 
此 时 ,函数 在 # 处 的 工 指数 w = 1。 
对 子 阶 路 函数 , 设 己 是 阶 妈 点 , 则 有 
| 十 各 一 Fa)| 妥 ci ，c 盖 0 
显然 ,函数 在 二 处 的 工 指数 为 一 0。 























小 波 分 析 与 应 果 基 础 


对 于 8(b 函数 的 奇异 性 度量 ,利用 引 理 6. 1, 由 于 》 函数 的 原 函 教 是 单位 阶 跃 范 孝 


1， 上 了 六 0 
xD 一 上 ! 魏 0 
即 
4 人 十 太一 &D de 人 (从 
2 一 外 人 4 





因此 ,由 引 理 6. 1 可 推 知 8 函数 在 奇异 点 处 的 工 指数 一 一 1。 
图 6. 1 显示 了 三 种 函数 的 奇异 点 及 奇异 点 处 的 工 指数 。 


Ji JAD 0 


=1 和 一 


图 8.1 三 种 特殊 函数 及 其 禁 扯 点 处 的 工 指数 


从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 函数 的 点 态 Lipschitz 指数 “可 以 刻画 函数 在 寿 异 点 处 的 突 
变 程度 ,e 越 大 , 函 孝 在 该 点 光滑 程度 越 高 ,奇异 性 越 小 ;而 越 小 ,函数 在 该 点 处 突变 程度 
越 大 。 

奇异 点 在 信号 和 图 像 处 理 中 称 为 边缘 点 或 突变 点 , 它 包 含 了 信 生 的 重要 特征 .在 信号 
和 图 像 处 理 中 , 像 边 缘 检 测 、 去 吧 、 信 号 的 压缩 与 传输 等 都 会 涉及 奇异 点 的 问题 。 


6.1.2 函数 的 奇异 性 与 小 波 变换 


S. Mallat 将 函 教 (信号 ) 的 局 部 奇异 性 与 小 波 变 换 后 的 模 局 部 极 大 值 联系 起 来 .通过 
小 波 变换 后 的 模 极 大 值 在 不 同 尺度 上 的 衰减 速度 来 衡量 信号 的 局 部 奇异 性 。 

定理 6.1 设 小 波 Wi 是 实 函数 是 连续 ,具有 衰减 性 :| 内 芒 | 委 人 QT 1 te> 
0) ,AD E 王 (R) 在 区 间 工 上 是 一 至 Lipsehitz 指 数 w( 一 se< 所 了, 则 存在 常数 > 0, 使 
得 对 Ya:5 E T, 其 小 波 变换 满足 

(WP(e 人 | 二 mac (6. 1) 

反之 , 若 对 于 某 个 a( 一 se<a 所 TD, E 志 (R) 的 小 涛 变换 满足 式 (6. 1) , 则 了 在 工 上 具有 一 
致 Lipschitz 指数 n。 

著 玉 是 AD 的 表 异 点 , 则 |( 色 记 (a, 芒 | 在 已 = 5 处 取 极 大 值 , 即 此 对 式 (6. 1) 等 
号 成 立 。 

在 二 进 小 波 变换 情形 下 , 式 (6. 1) 变 成 
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| 六 (2 过 cxX2xct (6. 2) 


在 信号 和 图 像 处 理 中 ,常常 使 用 卷 积 型 小 波 变 换 。 为 此 ,这 里 引入 卷 积 型 小 波 变 换 的 概念 。 
定义 系 1 设 FDCD E (BR), 记 





1 7 
生 鸭 一 (二 )， > 0 (6, 3) 
则 称 





1 六 看 一 上 
(WP 六 (0 = yx 移 (一 1 人 reos( 二 de 《6.4 


为 关 D 的 卷 积 型 小 波 变换 ,也 称 为 恋 2) 的 小 波 变换 。 
使 用 前 面 引入 的 记号 ,记念 一 祥 一 虽 , 则 在 此 之 前 定义 的 内 积 型 小 波 变 换 与 
式 (6.4) 之 了 间 的 关系 为 
《六 同一 PS (6, 5) 
在 定理 6.1 中 ,如 果 将 产 z 的 小 波 变换 理解 成 卷 积 型 小 波 变 换 , 则 式 (6. 1)》 和 式 (6. 2 
就 变 成 
|G8P 六 Ge 雪 cr (6. 6) 
及 ， 
| ( 色 广 (| 妥 c2 (6.7) 


式 (6, 1) 或 式 (6. 2) 表明 , 若 "> 一 于, 则 小 波 变 换 模 极 大 值 随 着 尺度 ; 的 增 大 而 增 大 ; 若 


< 到 则 小 波 变换 模 极 大 值 随 着 尺度 的 增 大 反而 减 小 ,这 种 情况 说 明 , 该 信号 比 不 连 
续 信 号 (例如 界 跃 信号 ,一 0) 更 加 奇异 ,这 正 是 嗓 声 对 应 的 情况 。 人 or 让 各 和 是 
几乎 处 处 奇异 的 且 是 广义 随机 分 布 的 ,具有 负 的 Lipschitz 指数 =- 到 一 e(Ye> 0)。 
了 述 情况 说 明 ,可 以 利用 小 波 变换 模 的 极 大 值 随 尺 度 变化 的 情况 来 推 产 信号 的 奇异 
点 类 型 ,例如 ,由 式 (6, 7), 当 尺度 ; 增 大 而 小 波 变换 模 反而 减 小 , 则 可 推断 信号 在 奇异 点 处 


的 工 指数 e < 0 相反 情况 下 ,e > 0。 当 5 变化 时 而 小 波 变换 的 模 值 不 变 , 则 有 wa = 0。 据 此 ， 
还 可 以 将 信和 号 与 噪声 加 以 区 别 。 


6.2 非 平 稳 信 号 的 去 骂 


实际 中 所 观测 到 的 信号 通常 是 非 平稳 信号 , 且 带 有 白 吧 声 
OOD 一 工人 十 5 (6, 8) 
式 中 ,z(9) 为 原始 信号 ,st) 为 Gauss 白 噪 声 , 从 观测 信号 Az) 中 直接 把 原始 信号 =(D 提 
取出 来 是 非常 困难 的 ,必须 借助 变换 方法 作为 工具 ,而 小 波 变换 理论 为 信号 的 去 凤 担 供 了 
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较 理想 的 方法 。 本 节 介 细 三 种 党 用 的 方法 ， 主要 从 原理 方面 加 以 介绍 .其 他 去 咯 方 法 请 见 
文献 [4,9,13]。 


6.2,1 ， 模 极 大 值 去 澡 法 


这 是 一 种 基于 模 极 大 值 原 理 的 方法 ,在 前 一 节 中 已 经 知道 ,信号 和 白 噪声 在 小 波 变 换 
下 模 极 大 值 随 尺 度 变化 呈现 不 同 的 规律 ;信号 (一 般 是 连续 或 奇异 但 有 界 的 ,Lipschitz 指 
数 a 疡 0) 的 小 波 变 换 模 极 大 值 随 尺度 增加 而 增加 或 不 变 , 而 白 噪 声 (Lipschitz 指 数 n<< 0) 
的 模 极 大 值 随 尺度 增加 反 羡 减 小 ,信号 和 白 噪 声 在 不 同 尺度 的 小 波 变换 下 表现 的 不 同 特 
性 ,使 我 们 可 以 把 它们 加 以 区 分 。 

基于 上 述 原 理 , 模 极 大 值 去 嗓 方 法 的 主要 步 至 如 下 : 

《1) 对 含 品 信号 进行 尺度 为 * 王 2 = 1),2，… 洒 的 小 波 变换 ,并 求 出 每 一 尺度 上 的 变 
换 系 数 的 模 极 大 值 ; 

《2) 从 最 大 尺度 (例如 = 42 开始 ,确定 一 个 效 值 T, 把 该 尺度 上 模 极 大 值 小 于 工 的 极 
值 点 去 掉 ,保留 其 余 极 值 点 ,得 到 最 大 尺度 上 的 一 组 新 的 模 极 大 值 点 ; 

《3) 作出 尺度 ;一 了 上 保留 的 每 个 极 大 值 点 的 一 个 邻 域 ,例如 Ne) ,在 7 一 1 尺度 
上 找 出 与 邻 域 Navsr) 内 极 值 点 相对 应 的 传播 点 ( 模 值 点 ) ,保留 这 些 极 值 点 ,去掉 其 他 极 
值 点 ,从 而 得 到 守 一 1 尺度 上 一 组 新 的 极 值 点 ; 

(4) 置 ; 一 了 一 1 重复 步骤 (3) 至 7 一 2 为 目 ; 

55)》 在 了 一 2 时 保存 的 极 值 点 位 置 上 , 找 出 7 = 1 时 对 应 的 极 值 点 ,而 将 其 他 极 值 点 去 
掉 ( 或 置 相 应 小 波 系数 为 零 )， 

56) 利用 各 尺度 上 像 留 下 来 的 极 值 点 的 小 波 系数 ,采取 适当 方法 重 构 原 信号 。 

利用 上 述 方法 可 以 达到 信号 的 去 噪 旨 的 ,但 在 具体 操作 上 还 有 一 些 技术 问题 需要 解 
决 .例如 ,了 取 多 大 较 合适 ; 重 构 时 由 于 只 利用 了 有 限 个 极 大 值 点 的 小 波 系 数 , 这样 重 构 的 
信和 号 与 原始 信号 必 有 误差 ,如 何 构造 与 原始 信号 近似 的 小 波 系数 ,等 等 .此 外 ,还 需 说 肯 的 
是 当 信号 是 采样 得 到 的 离散 合 虹 信 号 

F[a，7 一 01 N 一 1 

时 ,小 波 变换 应 采用 6, 2, 3 中 式 (6. 14> 来 计算 ， 或 者 采用 高通 波 波 器 1 } 与 彻 o] 的 离散 
卷 积 来 计算 。 

对 于 离散 的 小 波 变 换 ( 父 户 ( 六 权 一 (本 > 记 [ 乓 ,如 果 关 一 玉 是 一 个 极 大 值 点 ,应 满足 

人 19WzP[ 一 菇 | 
|(W: 六 [四 | 袜 |CWsPD[m 十 | 

且 以 上 两 式 中 不 能 同时 取 等 号 。 


6.2,2 阔 值 去 昌 方 法 
阔 值 去 混 方 法 的 基本 思想 是 ,在 对 含 品 信 号 .F(5 作 小 波 分 解 后 的 各 层 系数 中 ,对 大 于 
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和 小 于 某 一 值 的 小 波 系 数 分 别 进行 处 理 ,然后 再 利用 处 理 后 得 到 的 小 波 系数 重 构 原 信 
号 ,达到 去 品目 的 。 

设 w* 是 观测 信号 A(z) 的 小 波 系数 ,为 书写 简单 ,将 we 记 为 w。Ww) 表示 阔 值 处 理 后 
的 系数 ,了 也 称 痢 值 函数 ,表示 对 w 的 模 大 于 或 小 于 阔 值 了 的 不 同 处 理 结果 .在 阐 值 去 嗓 方 
法 中 ,有 两 个 关键 问题 ,一 个 是 阅 值 函数 的 选取 , 另 一 个 是 对 阔 值 的 具体 估计 。 

1. 阅 值 函 教 的 选取 

常用 的 阐 值 函数 有 

(1) 硬 冰 值 函 数 ( 见 图 6. 2(a) ) 


|j 凤 |o| 产 工 
ro- 必 | 二 工 《6.9) 
《2)》 软 冰 值 本 数 ( 见 图 6. 2(b)) 


人 sign(w)y， |w| 闵 工 
防 @) 一 


6. 10) 
0， lw 去 工 《 


要 ( 咏 








介 


(9) 
图 5.2 硬 阔 值 函 数 Ca) 和 软 闭 值 苗 数 (b) 





这 两 种 阔 值 画 数 在 实际 中 经 常 使 用 ,也 取得 了 较 好 的 效果 .但 是 方法 本 身 存在 着 一 些 
人 缺点。 例如 ,和 硬 益 值 函 数 方法 在 wo = T,?(o) 不 连续 ,用 %ew) 重 构 信号 时 会 产生 振 葛 ; 软 羡 
值 函数 方法 得 到 的 X(w) 虽然 连续 性 好 ,但 在 |w|> 工 时 ,Wo) 与 w 存 在 着 恒定 偏差 ,直接 
影响 重 构 信 号 的 性 质 .因此 为 了 克服 上 述 益 值 函 效法 的 一 些 缺 点 ,兼顾 两 种 方法 的 优点 ， 
有 必要 对 阔 值 沙 数 进行 一 些 改 进 。 目 前 经 改进 已 构造 出 一 些 效果 较 好 的 盖 值 函数 ,例如 ， 
(1) 由 多 项 式 播 信 法 构造 





到 ? |w| 郑 了 
@) 一 1sign(o) PC|o)， 开 委 jo| 二 下 《6. 11) 
0， |ol 生 工 











式 中 ,P(|o| ) 为 播 值 多 项 式 , 可 取 一 次 二 次 或 三 次 多 项 式 , 其 栖 值 条 件 分 别 为 
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[rrorreorm-aramar an 


PCT) 三 0 
P(T) 一 0 ， 
P(T) 一 0 P (TD)=0 
，1P(TD) 一 厂 和 
PDT) = 了 ptry_1 P(T) = 了 
“ PTD)=1 


式 (6. 11) 表示 的 阔 值 函数 ,克服 了 硬 阔 值 函 数 在 点 了 处 不 连续 , 软 阔 值 函数 在 |o | 较 
大 时 ,3(w) 与 w 总 有 一 定 偏差 的 缺点 ,因而 使 得 去 风 效 果 比 较 理想 。 但 是 它 将 要 估计 两 个 
装 值 T 和 7 实现 起 来 比较 困难 。 

52) 由 软 、 硬 改 值 折 中 法 构造 

sign(w) (|o | 一 虹 )，|w| 芝 了 
人 1ol<T” 
?ao) 的 图 形 见 图 6,3。 当 = 0 和 1 时 , 式 (6. 12) 就 成 为 硬 闪 值 函数 和 软 阔 值 函数 . 当 0 一 
1 扫 1 时 ,7o) 的 值 介 于 软 、 硬 闪 值 函数 得 出 的 值 之 间 ,因而 这 种 阐 值 函数 去 品 效 果 很 好 。 
它 使 得 Xe) 的 值 更 接近 原 信号 zz) 的 小 波 变换 的 值 . 使 用 中 还 可 以 调整 和 的 大 小 ,以 获得 
更 好 的 去 噪 效果 。 


0 委 ) 委 | 《6, 12) 


还 有 一 些 其 他 的 构造 方法 得 出 的 阅 值 通 数 , 请 参阅 3) 
文献 [4,9,12]。 
2. 阅 慎 的 个 计 
对 赣 值 的 具体 估计 也 是 一 个 关键 问题 。 若 阔 值 太 小 , 达 
不 到 去 品 效 果 : 相 反 若 半 值 太 大 ,信号 的 一 些 重要 特征 又 将 = 了 7 四 


被 涉 掉 , 重 构 信 号 时 会 引起 偏差 。 由 于 阔 值 的 估计 比较 复杂 ， 
这 里 仅 指出 一 种 简单 的 估计 结果 , 邯 

了 =“V2EN 图 6.3 ”由 折 中 法 构造 的 较 值 函 雪 
式 中 心 是 噪声 的 标准 方差 , N 是 信号 的 长 度 . 其 他 信 值 方法 
见 文 献 [9] 。 
在 实际 中 ,T 的 估计 应 是 自 适 应 的 , 即 应 考虑 到 信号 的 相对 平稳 性 和 信 赂 比 的 大 小 。 
对 于 平稳 性 较 差 的 信号 ,了 值 应 选 得 小 一 些 , 相 反 情 况 了 值 应 取得 较 大 .对 于 同一 信号 , 信 
噪 比 大 时 ,噪声 功率 小 , 则 工 值 取得 小 一 些 。 


6, 2.3 ”相关 性 去 归 方 法 


相关 性 去 噪 法 基本 原理 是 利用 信号 的 小 波 系数 在 各 尺度 上 有 较 强 的 相关 性 ,而 噪声 
的 小 波 系数 在 尺度 间 却 没有 明显 的 相关 性 的 特点 ,由 此 来 区 分 信号 与 噪声 以 达到 去 噪 
目的 。 
设 对 观测 信号 离散 采样 得 到 

Fo 一 工 ( 人 二 SG ， 天 一 0 一] 《6. 13》 

















式 中 ,z(z) 为 原始 信号 ,s(a) 为 Gauss 白 嗓 声 , 服 从 NGCO :2)。 
对 恋 m 进行 小 波 变换 ,得 
( 印 门 人 有 一 2 闪 > 所 站 认 2 有 一 全 (6.147 
它 即 是 上 的 小 波 系数 , 记 为 ww*。 由 小 波 变换 的 线性 性 质 可 知 ,rws 仍 由 两 部 分 组 成 ,一 部 
分 基 zxCz] 对 应 的 小 波 系数 ge， 另 一 部 分 是 s(z) 的 小 波 系数 wz。 
定义 相 邻 尺度 同一 空间 位 置 小 波 系数 的 相关 量 为 
CC 一 (6. 15) 
CW, 也 称 为 尺度 ; 上 点 上 处 的 相关 系数 。 
根据 信号 和 噪声 的 小 波 系 数 随 尺度 变化 传播 的 性 质 不 同 ,相关 量 计算 增强 了 信号 的 
边缘 等 特征 ,更 便于 握 取 信号 的 特征 .由 于 曲 声 的 能 量 主 要 分 布 在 小 尺度 上 ,因而 随 着 尺 
度 的 增加 噪声 影响 强度 递减 的 性 质 , 对 于 尽 可 能 减 小 有 效 信息 的 损失 是 有 利 的 。 
为 了 简 述 相关 性 去 噪 法 ,这 里 引入 归 一 化 相关 量 的 概念 。 
定义 和.2 设 








EW， 
EC 内 
则 称 w* 为 归 一 化 相关 二 或 归 一 化 相关 系数 ,其 中 PW, 表示 第 7 层 小 波 系数 的 能 量 ， 
PCW, 表示 ji 尺度 的 相关 系数 的 能 量 , 即 

PW 一 > ut (6.17) 


友 一 CW 《6.16》 


PFC 肌 | = 六 CRW 和 4 《6. 18) 
四 


相关 性 去 噪 法 实现 的 主要 原理 是 ,比较 友 * 与 思 著 | 可 寻 | 兰 [mo 二 则 认为 大 相关 
量 对 应 展 号 的 特征 , 取 友 * 一 四 置 包 一 93 车 | 到 到 se 认为 点 直 处 的 小 波 变换 直 
噪声 控制 ,保留 ww 置 该 点 处 的 W* = 0; 之 后 ,在 每 一 尺度 上 重新 计算 世 o, 重 复 上 面 的 
过 程 :最 后 ,所 到 邓 * 中 对 应 由 信号 控制 的 点 ,而 ww.: 中 的 点 全 都 对 应 着 噪 声 。 

在 上 面 的 方法 中 , 贡 小 波 分 解 过 程 中 所 计算 的 系数 略 有 含 差 , 则 由 式 (6. 15) 计算 的 
CW, 已 经 不 能 准确 刻画 点 上 处 的 真实 相关 性 , 因 面 依赖 于 zx 的 相关 性 去 品 法 会 引起 偏 
卷 。 文 献 [12] 中 介绍 了 一 种 区 域 相 关 的 阔 值 滤波 方法 , 较 好 地 解决 了 上 述 问题 。 

区 域 相关 的 阐 值 滤波 法 的 主要 思想 是 改进 CW,e 的 计算 , 它 既 考虑 到 点 上 处 的 系数 ， 
还 考 感到 点 下 附近 的 小 波 系数 ,以 削弱 小 波 系数 平移 带 来 的 影响 。 

定义 6.3 设 





CN 一 NeNnna (6. 19) 
式 中 








TV (6. 20) 
经 


则 称 CN,s 为 尺 麻 ; 上 的 区 域 相 关系 数 ， 
定义 6.4 设 


六 = CN 让 (6.21) 


则 称 Ni 为 归 一 化 区 域 相 关系 数 式 中 
PN, = > NI 《6. 22) 


PCN = > CN? 《6. 23) 
5 


类 似 于 相关 性 去 噪 法, 区域 相关 闪 值 法 也 融 要 比较 Ne 与 Nyx 前 大 小 ;Ne 与 Ni 
可 比 性 ,是 建立 在 凡 . 与 Ni 其 有 相同 能 量 的 基础 上 .由 定义 6.4 不 难看 出 ,六 .与 N 
能 量 是 相同 的 。 

区 域 相关 闭 值 法 算法 步骤 及 试验 效果 等 ,请 参阅 文献 [12]。 


6.3 信号 的 边缘 检测 


本 节 主 要 介绍 一 维 信号 突变 点 的 检测 问题 .突变 点 ( 即 边 缘 点 ) 包含 了 信号 中 的 重要 
信息 ,是 信号 处 理 中 经 常用 到 的 重要 特征 之 一 .图 像 是 二 维 信号 ,有 关 图 像 的 边缘 检测 问 
题 将 另外 介绍 。 

一 维 信号 的 突变 点 粗略 的 区 分 有 两 种 ,一 种 是 阶 牙 突变 点 , 另 一 种 是 局 部 极 值 点 。 精 
确 地 检测 并 区 分 这 两 类 边缘 点 有 重要 的 理论 意义 和 实用 价值 ,例如 , 若 某 信号 反映 的 是 被 
监控 机 器 运行 的 状态 , 则 当 发 生 故 障 或 特殊 情况 时 ,信号 就 会 发 生 窗 变 ,检测 到 这 些 突变 
信和 号 ,就 可 以 对 机 器 运行 状态 及 故障 进行 分 析 , 判 断 和 控制 .又 如 ,在 对 地 下 或 海底 用 声呐 
探 物 中 ,在 对 语音 信号 的 分 析 与 处 理 中 ,在 对 人 体 心 ,. 脑 等 检查 得 到 的 各 种 波形 分 析 中 ,以 
及 图 像 处 理 等 诸多 问题 ,都 需要 检测 出 突变 点 的 具体 位 置 和 类 型 。 


4.3.1 基本 原理 


信号 的 奇异 性 检测 是 先 对 原 信号 在 不 同 尺度 上 进行 “ 磨 光 ”", 再 对 磨 光 后 信 叶 的 一 阶 
或 二 阶 导 数 检测 其 极 值 点 或 过 零点 。 

对 信号 进行 磨 光 处 理 , 主 要 是 为 了 消除 只 声 而 不 是 边缘 ,因此 磨 光 范 数 应 是 局 部 化 
的 . 常 才 的 磨 光 函 数 (也 称 平滑 函数 )9Kt) 可 选取 Gauss 函数 或 了 B- 样 条 本 数 . 磨 光 函数 满足 


4 
『 灰 切 由 一 工 〔〈6. 24) 








分 
Cs 


jimg( 力 一 0 《6.25) 


式 (6. 24) 表示 6K0) = 1, 即 gz) 可 理解 为 低 通 小 波 器 。 
在 实际 检测 中 , 常 二 小 波 函 数 以 纺 是 (5 的 一 阶 或 二 阶 导数 ,并 且 常 用 卷 积 型 小 波 变 
换 。 例 如 , 令 











8D = -上 e- 
2rd 
显然 gb 满足 式 (6. 24) 和 式 (6. 25) 。 
记 
吕 人 四 一 开 = 和 (6.36) 
外 
42 (0 =-- 台 -= -0 《6.27) 
Td 
窜 易 验证 风 " ,办 ”满足 容许 性 条 件 ， 
六 Cd 一 0 《6. 28) 
站 ou 一 0 (6. 29) 


因此 呈 ) ,42 是 容许 小 波 , 且 % (9 是 反对 称 小 波 ,W2 (D 是 对 称 小 波 。 
由 定义 6.1 及 卷 积 的 性 质 ,有 


上 最、 
8D _ 二 

大 和 CD = 人 末 )= 和 fr8CD) (6.30) 
d& ;时 

庆 本 四 = (2 和 -和 Url(D) (6.31) 


式 (6. 30) 和 式 (6, 31) 中 的 卷 积 Fx &(D ,也 称 为 磨 光 ( 或 平滑 》 算 子 ,表示 .AD 经 算 子 
作用 后 的 一 个 信号 ,直观 的 意思 是 AD 的 “ 角 点 "被 4(9D 磨 成 光滑 弧 , 从 而 使 灰 D 变 成 一 
个 光滑 函数 fx &(D ,例如 , 取 


1 一 玛 <z< 二 
BCz) 一 1 上 1 zz 一 寺 

2 ”， 2 

0， 其 他 


则 Fx g( 人 在 任 一 点 ! 上 的 值 为 F(z) 在 单位 长 度 区 间 上 的 平均 ,这 种 平均 有 压缩 高 频 起 伏 
而 保留 关 z) 的 基本 旋 形 ,从 而 去 掉 “ 角 点 "使 F(z) 变 为 光滑 。 

式 《6, 30) 和 式 (6. 31) 表示 , 访 芒 的 小 波 变换 (机 廊 (5 间 一 请 内 (CD 与 广 *& (9 的 一 
阶 导数 成 正比 ,而 ( 驳 放 Cs, = 六 2 人 与 Fx0(9 的 二 阶 导数 成 正比 ,这样 ,结合 








定理 6. 1, 就 可 以 说 明 小 波 变 热 用 于 信号 边缘 检测 的 基本 原理 , 即 选取 光滑 函数 6(5) 以 
后 ,信号 扰 D) 的 突变 点 ,可 以 通过 检测 小 波 变换 太 x 迪 " () 和 所 * 多 2 (9 的 模 极 大 值 而 
得 到 。 

利用 上 述 原理 ,还 可 以 进一步 确定 突变 点 的 类 型 。 若 oa 点 是 7 的 阶 唉 突变 点 , 则 


8x 内 2 (0 在 为 处 取得 非 零 极 大 值 ,从 而 所 是 &C7* &.(D) 的 非 零 极 大 值 点 或 了 x* 8.(2) 的 


拐点 ;车 忆 是 Fo 的 局 部 极 值 点 (或 脉冲 点 ), 巾 是 秒 (7* 4.(D) 的 非 零 极 大 值 点 ( 邑 





fxadD) 的 过 零点 )。 于 是 对 于 给 定 的 尺度 ::* 邮 " (5 的 非 擎 极 大 值 点 是 六 5 的 阶 


妈 罕 变 点 ,F* 多" (9 的 非 零 极 人 值 点 是 恋 D) 的 局 部 极 值 点 。 

在 上 面 的 检测 方法 中 ,值得 注意 的 是 ,这 里 只 利用 了 两 个 小 波 变换 的 非 零 极 大 值 点 ， 
没有 利用 相对 应 的 两 个 过 零点 ,因为 过 霍 点 易 受 噪声 干扰 , 旦 有 时 过 零点 不 是 疙 2) 的 突变 
点 . 缚 合 8Cb) 选取 Gauss 画 数 来 说 ,常用 反对 称 小 波 w"" (2 检测 阶 财 突 变 点 ,用 对 称 小 波 
Ye (9 检测 局 部 极 值 点 ,可 以 证 明 , 对 于 二 进 小 波 ,这 个 结论 与 平滑 函数 7) 的 具体 选取 
无 关 。 

在 实际 应 用 中 , 仅 在 一 个 尺度 下 检测 突变 点 常常 还 很 难 确定 真正 的 突变 点 的 位 置 和 
类 型 ,因此 需要 多 尺度 检测 ,只 有 在 多 个 尺度 上 都 是 极 值 点 的 位 置 才 是 真正 的 突变 点 所 在 
位 置 。 


6.3,.2 ”一 维 信号 突变 点 检测 及 分 类 算法 。 


输 人 :一 维 信号 { 中) = 0, 1 一 1。 

输出 ,突变 点 位 置 及 类 型 。 

算法 步骤 ， 

(D 选择 小 波 %，, 分 解 层次 了 和 彰 值 工 。 

(2 对 {F[z]} 进 行 二 进 小 波 变换 ,得 各 层 小 波 系数 :1(Wi AD) LE])， 
人 Ce PE (CT 

(3) 对 {(W 站 [6} = 1 进行 阐 值 处 理 ， 即 若 |( 克 六 [ 司 | < 了 了 ， 
则 ( 玉 [本 一 0。 

(9 检测 人 友 ， 记 [LE 洒 一 1 的 模 极 大 值 点 , 即 如 果 上 三 于是 极 大 值 点 , 则 须 满 
足下 而 3 个 条 件 。 

1) Ci 六 [om 

2) | (本 廊 [ 四 | 袜 |W 方 加 一 可 | 且 |W， 六 [ 四 | 冯 上 多， 广 [m 十 器 | 

3) |(W， 广 [四 |>> (到 访 [ 一 匡 | 或 107 六 [四 | > | 方 [m 十 可 
可 得 右 [0 吉 曲 ] 种 [] 条 二 12 本 
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《5) 对 第 (4) 步 得 到 的 点 逐一 检查 是 否 是 各 尺度 上 的 极 值 点 ,得 到 奇异 点 
红 0] ,于 1 自习 ， 
(6) 根据 所 选择 的 小 波 是 反对 称 的 还 是 对 称 的 ,确定 得 到 的 点 是 阶 妈 边 缘 点 还 是 屋 
顶 边 缘 点 ( 即 局 部 极 值 点 ) 。 
《7) 输出 结果 。 


6.4 小波 在 图 像 处 理 中 的 一 些 应 用 


图 像 是 二 维 信号 ,是 一 种 特殊 的 信息 ,在 许多 领域 乌有 成 功 应 用 。 在 图 像 处 理 中 ,图 像 
的 去 嗓 . 识 别 .压缩 , 侈 复 等 都 是 关键 性 的 技术 ,小波 分 析 在 这 些 方面 都 有 重要 的 应 用 .本 
节 量 点 介绍 图 像 的 边缘 检测 ,与 此 相关 的 ,如 图 像 的 去 噪 ,分割 .识别 ,恢复 等 问题 ,不 再 介 
绍 ,对 图 像 的 压缩 只 作 简要 的 叙述 。 


6.41 图像 的 小 波 分 解 


在 5.3 节 中 介绍 过 L2(R2) 的 二 元 密 分 辨 分 析 {VY: }j,ez* 并 且 已 有 
下 (RD) 一 由 克 
GD 一 limW (6. 32) 


小 波 分 























及 
一 有 四 了 《8. 33) 
其 中 , 开 : 一 (7 因 克 ) 全 (证 四 ) 四 (四 歼 ,) 由 三 个 小 波 空间 的 正 交 和 构成 。 
由 于 在 实际 中 图 像 的 分 辩 率 总 是 有 限 的 , 故 总 可 以 设 Vi 是 具有 最 高 分 辩 率 的 图 像 空 
间 , 和 于 是 对 于 已 知 图 像 Kz,y) ,总 有 FLr,y)E 有 到 , 式 (5.43) 给 出 了 图 像 的 小 波 分 解 为 


1 
Fa = 态 (z= 方 人 zi 十 攻 (z 芒 《6.34) 
气 


式 中 ,万 (z, 妨 是 /zy 人 在 空间 他 二 的 投影 , 即 ACzyy) 在 尺度 JJ = 1,2,…) 下 的 连续 
四 近 ,也 称 “ 模 糊 像 ?。 
曙 (2 凡 一 [da 人 Z) 作 ma) 十 二 cb)Pn(3y) 十 
国人) 帮 mC3] 了 了 一 1 《6. 35) 

表示 F(z, 切 在 尺度 了 下 的 三 个 方向 一 一 水平 . 铅 直 、 对 角 线 一 - 上 的 “细节 ”。 

当 图 像 是 由 采样 得 到 的 离散 形式 Amsm)(zrneE 2 时 , 类似 于 一 维 信号 , 有 
Fe = coms 一 oo(msm) 。 由 于 前 面 建立 的 己 (R) 的 多 分 辩 分 析 采 用 了 张 量 积 的 形 
式 , 所 以 图 像 分 解 与 重 构 可 以 由 一 对 滤波 器 来 完成 .图 像 的 小 波 分 解 与 重 构 算法 如 式 
(5.46) 与 式 (5. 47)。 这 里 再 次 写 出 上 述 公式 (记号 略 有 不 同 ) : 

W 
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分 解 算法 
cpm 一 2 yo 人 ACE 一 2r0A( 一 2 
7 
do = > > oOAC 一 2708( 一 20 
人 (6, 36) 
(= > 有 DECL 一 28 一 20 
和 
相亲 一 六 ci 人 SC 一 2o08( 人 一 270) 
重 构 算法 
CO 人 一 > >ca(R(m 一 204Cn 一 2 十 > > [dh 有关 一 208(4 一 2 有 十 
也 和 上 丰 
Cg 一 208(n 一 2 有 十 才 a(O5Cm 一 208(2 一 2] 《6.37) 


式 (6.36)、 式 (6.37) 中 的 {&Ct) 8) 是 一 维 尺度 函数 和 小 波 函 孝 {p, 邹 对 应 的 滤波 
器 ,并 且 > hi 一 VZ。 


分 解 算法 实际 上 就 是 将 一 幅 图 像 通过 二 维 小 波 变 换 分 解 成 一 系列 尺度 方向 和 空间 
局 部 变化 的 子 带 。 公 式 (6. 36) 可 以 看 成 对 图 像 {Cu (mxD)} 经 两 次 泪 波 (分 别 对 两 个 变 基 作 
变换 或 油 波 ) 得 到 一 个 模糊 子 围 {Ci (oz)}》 和 三 个 锐 化 子 图 (di (oa (mt0) 及 
{ 直 (moD} 如 果 记 有 ,Gu 为 分 解 算法 所 用 的 低 通 和 高 通 滤波 器 , 瑟 , ,Gi 为 重 构 算法 所 用 
的 低 通 和 高 通 涉 滤 器 , 则 分 解 与 重 构 算法 可 用 图 6. 4(a) ,图 6. 4(b) 分 别 表示 。 


























行 雄 波 列 滤波 


上 








图 人 4 图像 的 小 波 分 解 与 重 构 数据 流程 图 
(a) 分 解 过 程 
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国 6.4 图 像 的 小 波 分 解 与 重 构 数据 沈 程 图 ( 续 ) 
(b) 重 构 过 程 


一 帽 图 像 , 经 一 次 小 波 分 解 得 到 4 个 子 图 .图 6. 5 给 出 原 图 像 ( 记 为 LL，) 经 两 级 分 解 
的 示意 图 。 




















个 外 
图 6.5 图 像 分 解 中 各 方向 子 带 示意 图 

图 6. 5 中 ,LIL 为 低频 子 带 (水 平和 垂直 方向 , 即 (mvz) 的 行 和 列 均 经 过 一 系列 低 通 
滤波 ) , HL， 为 水 平方 向 高 频 子 带 ,工本 ; 为 焉 直方 向 高 频 子 带 ,五 B 为 对 角 线 方向 高 频 子 
带 . 因 此 , 常 将 相应 的 小 波 系数 中 记 成 必 ,二 记 成 必 , 雪 记 成 地 。 

一 由 图 像 经 小 波 分 解 后 ,可 得 一 系列 不 同 分 辨 率 的 子 图 像 , 这 是 对 图 像 进行 各 种 处 理 
的 基础 , 克 其 是 在 图 像 壬 缩 方面 。 

6.4.2 图 像 的 边缘 检测 


图 像 的 边缘 是 图 像 平 面 灰 度 值 或 颜色 发 生 突变 的 点 连接 成 的 曲线 段 。 显 然 ,图 像 的 边 
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缘 是 图 像 的 重要 特征 。 找 出 图 像 的 边缘 称 为 边缘 检测 ,也 称 为 边界 提取 , 它 对 于 图 像 的 分 
割 .识别 .压缩 .恢复 等 都 是 非常 重要 的 。 
目前 图 像 的 边缘 检测 已 有 许多 方法 .这 里 , 仅 在 一 维 信号 奇异 检测 的 基础 上 介绍 二 维 


信和 号 的 奇异 点 检测 问题 。 
设 bzs?) 是 二 元 平滑 丽 数 ,满足 
站 edady 一 1 〈《6. 38) 
limb(zyy) 一 0 (6. 39) 
式 (6. 39) 表示 8Cz,y) 有 较 好 的 局 部 化 特性 。 
沁 
(zz) = 3 交 
《6. 40》 


诊 >) 3y 


则 由 式 (6. 39》, 有 
人 (zy3)dzdy 一 | [geo, 轨 一 8 一 co]dy 一 0 


站 Goodm=| ace,+e-eae-s]daz=a 


因而 多" (zy》) ,多 (zy) 是 二 维 容许 小 波 。 

在 实际 中 ,机 于 得 到 的 ./z,y) 都 是 带 有 噪声 的 ,所 以 先 要 对 zy) 进行 平滑 处 理 ， 
以 去 除 噪声 .为 了 在 去 巾 过 程 中 不 把 边界 点 去 除 ,要 求 平滑 冰 数 gCz,y) 有 较 好 的 局 部 化 
性 质 , 一 个 很 好 的 选择 是 令 纺 为 二 元 Gauss 函数 , 邯 


bz 人 一 工 e 二 (6.41) 
4ra 


数学 上 可 以 证 明 ,对 PCz,y)( 连 续 图 像 ) 用 式 (6, 41) 的 gz,y)(e 取 充分 小 的 正 数 ) 进 
行 平滑 后 ,结果 与 Kz,y) 几乎 一 样 , 即 
BCzi3) xs Frzy)，a 充分 小 (6. 42》 
图 像 的 边界 点 反映 到 函数 F(z,y) 上 ,就 是 丽 数值 突然 改变 的 点 。 于 是 由 式 (6. 42) ,可 
以 通过 六 * 6(z,y) 的 导数 确定 这 些 点 。 
类 似 一 维 情形 的 讨论 , 记 


&tz,y) 一 38( 王 , 袜 )， 0 (6.43) 


再 由 卷 积 型 小 波 变换 的 定义 6. 1 及 式 (6. 40), 有 
( 肌 生 门 Czy) 一 了 多 (zy 一 5 














a [fxb(ry)] 


3 《6. 44) 








LELA< Cr ] 


《 歼 呈 站 (zy) 一 请 x 必 (zy) 一 39 


由 此 , 太 * (zy) 的 梯度 可 表示 为 





Brad[ bo 人] 一 二 (全 (及 十 二 ( 人 (区 (6,46) 
式 中 让 和 7 相应 于 工 轴 和 2y 辅 . 而 梯度 的 模 为 





lgradLf*&dzD]|= 工 VIPTTGEOTTTWPTCGDTT (647) 


回忆 函数 在 一 点 处 梯度 的 定义 可 知 ,车 | gradLF* &(z,y)] | 在 点 (zy3o) 达到 极 大 
值 , 则 函数 六 * (zy?) 或 由 式 (6. 42) 认为 是 大 zy) 在 点 (zey%) 处 具有 最 大 的 方向 导 
数 ,从 而 Ar,?) 在 该 点 处 函数 值 有 突变 ,而 突变 发 生 的 方向 是 沿 着 grad[LAx & zy) 所 
指 的 方向 这样 ,可 以 认为 mm) 就 是 图 像 Ar,y) 的 边界 点 ,边界 的 走向 沿 着 与 
gradLr* &(zyy)] 垂 直 的 方向 。 

在 连续 的 情况 下 ,grad[L fx &Cz,y?)] 的 方向 可 由 它 与 z 轴 正 向 的 来 角 


8 EC as4Czoj- 
By 











os arctanm ( 





日 工 
aretan( 卫 22 六 zz y)) 《6. 48) 
来 表示 。 记 
Ar) 一 tana 一 (克昌 站 (zy (ro 《6. 497 
Mr 一 VD PCr 0 开 十 [ 克 PCzy, 《6, 507 
称 MAf(Czr'y) 为 zy] 小 波 变换 的 模 。 由 式 ， 
(6.47) ,得 D 9 


| grad[Lfx &(z,y)]| 一 TMGz) 152.3" 


NA 7 
当 Ar,?) 由 商 散 数据 点 给 出 时 ,A,A(z,y) 就 不 > SN 人 

能 准确 表示 ,但 由 于 离散 数据 在 采样 时 就 确定 了 在 -可 汉 
一 个 点 的 周转 只 有 8 个 名 接点 ,因此 只 需 考虑 8 个 方 本 
疝 , 在 这 种 情形 下 ,把 一 个 平面 分 成 8 个 骨 形 区 ,每 个 1 
鹿 形 区 的 中 心 线 标 上 箭头 表示 个 梯度 方向 ,如 图 
6.6 所 示 。 为 方便 每 个 方向 及 所 在 的 记 形 区 用 一 个 标 
码 来 表示 ,例如 标 码 可 取 0,1,2,3。 当 A,J(zyy) 的 介 再 人.5 家 樟 度 方略 


1~- 虚线 表示 平面 的 8 个 房 区 } 
落 在 下 列 区 间 之 一 (显然 每 个 区 间 对 应 一 个 局 形 区 )， 2 一 箭头 表示 8 个 梯度 方向 


/ ， 
125 -67 





[-1-y21-y2，[ 一 2 一 1)， 
5-1w8+D)，[E+D+eUCe 一 1 一 倍 

就 用 code4,.f(z,y) = 0 或 1,2,3 来 表示 4A.F(z,y) 对 应 的 梯度 方向 。 

图 像 边缘 检测 算法 

41) 输入 :离散 二 维 图 像 { Ara 10 扫 台所 MO 所 2 委 N)， 

(2) 输出 :图 像 边 缘 点 。 

(3)》 算法 步骤 : 

1) 选取 二 进 小 波 迪 " ,9 ( 即 选 取 光 滑 豆 数 & 为 Gauss 函数 或 样 条 函数 ), 确定 分 解 
层次 / 和 模 阔 值 了。 

2) 对 六 mvm 进行 离散 小 波 变换 ,得 {( 栈 见 廊 (分 页 兄 六 (jbemoa 洒 一 1， 
2 

3) 计算 模 值 ,得 {Mz CR) ) ooeaww 呆 一 1 

4) 对 模 值 进行 阅 值 处 理 。 

若 |Mz 7G 人 | 之 了 ,保留 , 否 则 置 Mr AN = 0 一 1。 

5) 检测 Mz-.7 (CA) 的 局 部 极 大 值 点 ,得 {Pi (zyDjeno 一 1 了 

6) 对 第 5) 步 得 到 的 裤 值 点 逐一 检查 是 从 是 各 尺度 上 的 极 值 点 , 得 到 边界 点 {P(zi 
3)jsw 并 计算 CodeAFCz yn)， 

7) 形成 边界 曲线 :边界 点 连接 .连接 原则 是 ,邻近 点 相连 , 灰 度 相近 的 点 相连 ,走向 与 
该 点 的 AF(zryi) 垂直 。 

注 ,1) 了 不 宜 取得 太 长 ,] = 2 或 3 即 可 。 

2) 小 波 的 选择 ,若是 二 进 对 称 的 小 波 , 得 到 的 是 屋顶 状 边缘 ;若是 二 进 反对 称 的 

小 波 ,得 到 的 是 阶 跃 状 边缘 。 


6.4.3 力 像 的 数据 融合 


数据 融合 是 一 种 信息 处 理 综合 技术 , 它 将 来 自 多 传感器 或 多 源 的 信息 和 数据 进行 综 
合 处 理 ,得 出 更 准确 可 信 的 结论 。 图 像 的 数据 融合 是 指 利用 数据 融合 技术 对 数字 图 像 进 行 
某 种 处 理 , 使 得 能 更 有 效 地 表示 目标 的 检测 信息 。 例 如 ,对 同一 物体 用 不 同 焦距 拍摄 到 两 
张 影像 ,为 了 得 到 更 清晰 的 影像 需要 将 拍摄 到 的 两 张 影像 进行 融合 。 

小 波 变换 的 多 分 辩 率 分 析 能 够 在 时 间 域 和 频率 域 同 时 对 信号 进行 局 部 化 分 析 , 对 高 
频 分 量 采 用 逐步 精细 的 时 域 或 空域 步 长 ,可 聚焦 到 对 象 的 任意 细节 ,对 剧烈 变化 的 边缘 也 
有 很 好 的 适 记性 .因而 它 在 图 像 融合 中 起 着 重要 作用 。 在 6, 4 1 已 经 说 明 ,图 像 经 一 维 小 波 
变换 分 解 后 ,可 以 得 到 频 域 上 不 朵 频率 段 的 子 图 ， 

低频 分 量 (用 LL 或 珊 近 系数 *, = {c.*} 表示 )\ 水 平 高 频 分 量 ( 用 于 L 或 小 波 系数 心 表 
示 ) ,垂直 高 频 分 量 ( 用 二 可 或 小 波 系数 心 表示 ) 及 对 角 分 量 ( 用 皇 吾 或 小 波 系数 de 表示 ) 。 
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6.7 表示 了 图 像 经 二 层 小 波 分 解 的 结果 。 [2 
图 像 数据 融合 的 基本 过 程 ,可 用 图 6. 8 表示 。 从 图 中 可 以 看 出 凤 

图 像 融 合 的 关键 部 分 是 融合 决策 (方法 ) 部 分 .这 里 介绍 一 种 简单 

的 基于 像素 的 融合 方法 , 较 复杂 的 方法 有 利用 统计 的 方法 .多 小 波 














方法 等 。 

图 像 数据 融合 的 基本 步骤 ， 

GD) 设 分 解 层次 为 /( 一 般 取 ) = 2 或 3) , 氢 式 (6. 36) 计算 图 图 67 图 从 的 二 层 小 让 
像 的 小 波 分 解 系数 ( 记 履 = di 如 一 开 ,d = 二 )。 分 解 示 关 图 


(2) 在 各 尺度 jiG 一 1， 门 上 ,将 4,B 两 幅 图 像 的 各 高 频 子 
图 的 小 波 系数 ， rw 进行 比较 ,把 对 应 位 罗 上 绝对 值 较 大 的 系数 保留 , 即 
1 - 改 汪 史 们 | 
|f< 
式 中 ,rss 分 别 表示 人 义 , 也 图 像 在 尺度 ;0 = 1,2,… ,7 上 各 高 频 分 量 的 小 波 系数 ,如 
zx 表示 在 尺度 ) 上 ，z 扣 at 全 三 个 方向 的 高 频 系数 fufs 表示 融合 图 像 在 尺度 7 上 的 
三 个 方向 的 高 频 系数 :tbP2 saop rui 。 














图 6.8 图 像 数据 融合 过 程 示意 图 


《3) 融合 后 的 通 近 系数 cf 一 {cfs) 可 取 
引 一 ( 咱 十 中 )72 

《9 利用 以 上 得 到 的 所 有 小 波 系数 ws 和 cf ,由 重 构 公式 (6. 37), 可 得 融合 图 像 的 数 
据 表示 。 

各 种 余 像 融合 方法 的 区 草 主 要 表现 在 融合 决策 方法 上 。 这 里 仅 介 绍 了 最 基本 的 一 种 
方法 ,在 这 个 方法 基础 上 ,如 果 考 巨 到 图 像 像 束 与 它 相 邻 像素 的 相关 性 ,可 以 将 第 (2) 步 中 
比较 对 应 位 置 的 小 波 系数 , 改 为 对 应 窗口 内 小 波 系 数 ,窗口 大 小 可 取 为 3X3 或 5X5, 窗 口 
位 置 以 围绕 边缘 选取 ,还 可 进一步 考虑 其 他 改进 ,甚至 把 单 小 波 改 为 两 个 或 两 个 以 上 的 多 
小 波 等 。 

各 种 方法 融合 后 的 效果 ,可 以 通过 融合 前 后 图 像 的 信 吧 比 和 均 方 差 的 比较 来 判断 。 当 








小 让 分 析 和 的 全 基 玫 
然 这 与 所 选 的 小 波 对 应 的 分 解 与 重 构 滤波 器 有 关 。 
6.4.4 图 像 的 数据 压缩 与 传输 


图 像 包含 的 信息 很 多 ,数字 化 形式 表示 以 后 一 般 都 是 巨大 的 数据 量 , 而 现今 社会 对 图 
像 通信 的 需求 越 来 越 大 ,质量 要 求 也 直 来 越 高 ,例如 高 清晰 度 的 数字 电视 .可 祝 化 电话 的 
兴起 与 普及 已 成 为 强大 趋势 ,市 场 需 求 潜力 巨大 ,然而 ,计算 机 处 理 图 像 的 数据 时 ,需要 大 
量 的 存储 室 间 ,而 给 一 定 容量 的 传输 信道 造成 了 巨大 的 压力 和 央 难 。 所 以 ,如 果 没 有 一 个 
有 效 的 压缩 方法 ,图 像 通信 就 难以 实现 。 

图 像 通信 主要 包括 压缩 .传输 和 恢复 ,显然 首要 的 尾 务 就 是 进行 数据 压缩 ,这 里 有 许 
多 研究 工作 要 做 。 

数据 压缩 主要 包括 无 损 压 缩 (无 失真 ) 和 有 损 压 缩 ( 有 失真 ) 商 大 类 ,无 损 压 缩 是 指 图 
像 数据 内 缩 以 后 还 可 以 完全 复原 的 ,复原 后 的 像 与 原始 图 像 完全 一 致 ;而 有 损 压 编 则 是 
指 经 压 编 后 的 数据 仅 保留 原 图 像 的 特征 ,丢掉 了 一 部 分 不 重要 的 原 图 像 信息 ,而 复原 后 的 
图 像 在 视觉 效果 上 可 以 接受 。 
图 像 数据 之 所 以 能 够 压缩 , 主要 有 两 个 原因 :中 原始 图 像 相 邻 但 素 之 间 存 在 着 相关 
性 , 即 图 像 的 信息 存在 关 宛 余 度 . 如 果 去 掉 这 些 宛 余 信息 ,当然 就 会 减 小 传输 量 .@ 由 于 人 
眼 的 视觉 对 于 边缘 急剧 变化 不 敏感 ,对 阁 色 的 分 辩 率 较 弱 ,而 对 图 像 亮度 信息 敏感 。 所 以 
可 以 利用 人 类 视觉 特性 有 针对 性 地 去 掉 一 些 不 重要 的 数据 。 

图 像 压缩 的 方法 很 多 ， 月 前 小 波 变换 方法 已 逐步 取代 基于 其 他 变换 或 其 他 子 带 编码 
技术 ,成 为 新 的 图 像 压 缩 国 际 标准 的 主要 方法 。 

基干 小 波 变换 的 压缩 方法 有 好 多 种 ,例如 ,小 波 包 最 好 基 方法 ,小波 纹理 模 型 方法 ,小 
波 变 罗 零 树 法 ,小波 恋 换 向 量化 压缩 法 . 渐 近 式 图 像 编 码 法 等 ,这 里 仅 介绍 嵌入 式 小 波 变 
换 零 树 法 ,而且 只 说 明基 本 原理 和 过 程 。 

在 数据 压缩 中 , 低 常 要 遇 到 度量 信息 量 的 大 小 及 衡量 压缩 程度 的 指标 . 当 涉 及 这 些 概 
念 时 为 使 读者 便于 理解 ,这 里 引 依 和 压 编 比 的 概念 。 

定义 6.5 设 事件 zi 发 生 的 概率 为 己 (z,), 则 事件 所 具有 的 信息 量 为 

了 (mi) 一 一 log :PCzi) 

信息 基 的 单位 为 比特 (bit), 意 为 表示 该 事件 (字符 所 需 的 最 少 位 数 , 称 末 (z,) 为 事 
件 二 的 业 。 

对 于 一 个 信息 列 于 一 《zy 其 平均 信息 业 定 义 为 


HGCX) = 一- 2 P(z)logs P(za) 


定义 6.6 ”对 于 某 种 数据 甘 续 方 法 , 压 缩 比 定义 为 
正六 比 = 亚 代 玛 长 并 天 必 拓 本 代 到 长 划 x 100% 
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小 波 变换 除了 具有 “到 焦 ” 功能 外 ,还 具有 能 量 集中 和 去 宛 余 性 ,去 相关 性 的 特征 ,小 
波 变换 应 用 于 图 像 数据 压缩 和 传输 中 , 其 特点 是 压缩 比 高 ,压缩 速度 快 ,压缩 后 保持 图 像 
的 特征 不 变 , 且 在 传输 中 还 可 以 抗 干 扰 。 正 因为 如 此 ,ISO/IEC 组 织 制 定 的 JPEG2000 静 态 
图 像 压缩 标准 中 以 小 波 变换 作为 图 像 编 码 的 变换 方法 。 





码 


图 像 压缩 通常 的 方法 是 先 对 图 像 数据 进行 变换 ,再 对 变换 后 的 数据 进行 量化 (或 编 
,接着 进行 压缩 与 传输 ,如 图 6. 9 所 未 。 





图 像 采 样 | 变 | 变换 系数 | 时 | 符号 演 _| 压 | 比特 流 
加 化 缩 


赂 6. 


9 。 甸 像 压缩 与 传输 过 程 


编码 技术 可 以 说 是 一 种 复杂 的 数学 运算 或 变换 过 程 ,编码 理论 的 发 展 已 有 50 多 第 的 
历史 ,这 里 不 于 以 涉及 ,只 简单 介绍 嵌 人 式 小 波 系 数 零 树 编码 法 的 原理 和 过 程 , 


在 6,4, 1 中 已 看 到 ,经 小 波 分 解 
图 像 被 分 解 成 若干 级 的 子 带 ， 例 如 ， 
个 子 带 ,如 图 6. 10 所 示 .对 于 同 级 图 








IL, 最 重要 ,高 频 子 带 图 不 重要 ,其 按 重 要 人 性 排序 是 
瑟 志 , 工 瑟 ,也 本 对 于 不 同 级 来 说 ,级 高 者 重 要 ,级 
低 者 不 重要 。 子 带 图 按 其 重要 性 总 体 排序 为 LLi， 
JELHHH, HL,LH ,HH HLLH，， 

了 Hi 如 图 6.10 所 示 。 编码 和 传输 时 按 上 述 次 序 











进行 。 


低频 子 带 图 之 所 以 重要 ,因为 它 包含 的 小 波 藉 





(变换 ) 后 ,一 幅 
分 成 了 三 级 10 
像 ,低频 子 带 图 

















数值 大 ,图 像 的 信息 多 ,对 视觉 比较 重要 。 高 频 子 带 图 8, 10 “ 子 带 图 排序 示意 图 








反 跨 了 图 像 的 细节 ,对 视觉 不 重要 。 








一 幅 罚 像 的 做 人 式 编码 ,类 似 于 对 一 个 实数 进行 二 进 制 逼 近 。 经 过 对 子 图 编码 把 一 个 


图 像 变 成 一 个 比特 流 ,将 这 些 比特 流 


度 大 小 或 目标 的 码 率 随时 结束 ,解码 时 也 一 样 。 





按 上 述 的 重要 性 进行 排序 , 供 人 式 编码 可 以 根据 失真 





小 波 系数 所 具有 的 特点 是 能 较 好 地 实现 图 像 编码 的 媒人 功能 。 仍 人 式 小 波 系数 堆 树 
编码 系统 有 三 个 主要 过 程 :D 零 树 预测 ;@@ 用 零 树 结构 编码 重要 图 ;@ 逐次 毅 近 量化 。 下 


面 说 明 一 下 前 两 个 过 程 。 


设 了 是 一 个 阐 值 (或 门限 ),z 表示 各 子 图 的 小 波 系数 ,如 果 | z |< T, 则 称 小 波 系数 工 
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是 不 重 稳 的 ,否则 , 称 小 波 系数 z 是 重要 的 。 如 果 一 个 小 波 系数 在 粗 尺 度 上 关于 阀 值 了 是 
不 重要 的 ,再 看 它 的 子 系 数 ( 即 较 细 尺 度 上 在 同样 空间 位 置 上 的 4 个 系数 ,例如 ,对 于 子 图 
HL:， 其 小 波 茶 数 起 fmsi] 的 子 系数 是 吵 [2mz,3m], 址 [2m,2n 十 匡 , 才 [2m 十 1,2o]， 
省 [2m 十 1,28 十 菩 ) 关于 阐 值 是 否 重要 。 如 果 它 的 各 级 子 系数 不 重要 ( 即 所 有 子 系数 都 小 
于 7>, 则 称 这 些小 波 系数 形成 一 个 零 树 。 这 时 ,在 粗 尺 度 上 的 那个 系数 称 为 母体 , 它 是 机 
根 ,在 较 细 民 度 上 的 相应 空间 位 置 上 的 系数 称 为 孩子 .如 果 一 个 小 波 系数 x 关 于 门限 了 是 
不 重 黎 的 ,但 它 的 予 孙 中 有 关于 门限 了 是 重要 的 , 则 称 是 孤立 零 ,这样 , 所 有 子 图 的 小 波 
系数 只 是 下 列 三 种 情形 之 一 :四 霍 树 根 ;@ 孤立 零 ;@ 重要 系数 .为 了 编码 需要 ,又 把 重 
黎 系 数 和 重要 图 一 起 编码 ,而 重要 系数 又 分 为 正 重要 系数 和 负重 要 系数 ,此 时 的 四 个 特殊 
符 叶 可 用 如 下 编码 表示 
ZTR = 零 树 根 ， 世 ~ 孤立 堆 ， 
POS = 正 重 要 系数 ， NEG = 负重 要 系数 。 

当 编码 到 最 高 分 辩 率 层 时 , 零 树 根 不 存在 ,此 层 系数 中 没有 zTR 码 。 上 述 编码 还 可 以 用 两 
个 比特 来 表示 。 
图 像 的 小 波 变 换 子 带 图 ,经 上 述 零 树 结构 编码 后 ,在 不 同 层次 上 会 有 许多 “ 零 树 ”而 
零 树 中 许多 系数 的 位 置 都 由 零 树 根 所 确定 ,存储 和 传输 时 只 需 零 树 根 一 个 元 到 。 这 样 使 得 
描述 重要 系数 (| zx.| T) 的 位 置信 息 大 为 减少 ,从 而 图 像 得 到 充分 压缩。 

上 而 仅 说 明了 利用 小 波 变换 进行 图 像 压 缩 的 原理 ,并 不 是 骸 入 式 小 波 零 树 编码 的 全 
过 程 , 因 为 这 其 中 的 核心 部 分 一 一 逐次 授 近 量化 方法 一 一 还 未 涉及 。 如 果实 际 使 用 零 树 
编码 压缩 图 像 , 还 需 竹 使 用 一 些 技 芋 , 以 形成 具体 算法 。 有 兴趣 的 读者 请 参阅 文献 [3， 
中 等 。 












































6.5 篇 微分 方程 的 小 波 Galerkin 法 


Galerkin 方法 是 在 偏 微分 方程 数值 计算 中 较 好 的 办 法 ,由 于 它 计 算 简单 ,可 以 很 好 地 
求解 很 多 实际 问题 ,本 节 主 要 介绍 如 体 将 Galerkin 方法 引信 小 波 理论 ,从 而 说 明 小 波 分 析 
在 微分 方程 求解 中 的 应 用 。 这 里 只 以 简单 的 语言 介绍 小 波 Galerkin 方法 ,以 展现 小 波 应 用 
的 一 个 方 而 ,而 不 追求 数学 理论 的 完备 ,如 果 读者 对 此 方法 感 兴趣 请 参阅 文献 F15] 。 


4.5.1 Galerkin 方法 


考虑 如 下 偏 微分 方程 的 边界 值 问题 
ELa(zys)] 一 0 2 (6.51) 
St) 一 0 onD 呈 
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其 中 ,为 偏 微分 算 子 中 ,D(x,?) 为 边界 值 问题 的 定义 域 ,3 了 为 定义 域 的 边界 ,SCz) 表示 
边界 条 件 。 
假设 xCz,y) 可 以 近似 由 {g (zy?) js 线性 表 出 , 即 
ECZD st) 二 tc 十 age 《6. 527 
式 中 ,an 满足 初始 条 件 , 代 人 式 (6. 51), 令 
RelayaN37)3) 一 [ 关 eate 半 [atzoo] 
应 用 变 分 法 虚 功 原理 有 


把 有 (al as，yawyTy7) 8 (zy) 全 一 


人 
2 ai 所 了 [8(Cz)]gCz3) 人 > 十 去 Lfxokzyy)]g(Czry) >> 一 0， 
二 


一 2 《6. 53) 
于 是 原 方程 求解 就 变 为 如 下 代数 方程 组 的 求解 : 
把 工 [六 ] 溃 全力 六 二 BC]giGz 人 人 > … 廊 LILewGr]m(zy) > 


所 下 丰 ( 人 加 人 力 人 二 周全 人 z 凡 … 女 LIgv(z]es(ry > 


二 LIgGz 人 gz 广 二 车 (cgw(r 人 > 二 Lv 人 人]gwGz> 
Ga < 工 [azsy)] 人 Cr 访 全 
_ 二 于 2] 人 (97 盖 (5 
BN 所 上 [kz gw(CEyy) > 
亿 $ 2 小波 Galerkia 方法 


在 Galerkin 方 法 中 选取 的 基 函 数 包 (zy) 为 二 维 函 数 ,所 以 首先 要 构造 出 二 维 小 波 函 

数 (如 解决 更 高 维 问题 , 则 还 需 构造 多 维 小 波 ) 。 高 维 小 波 函 数 有 张 量 积 形 式 与 非 张 重 积 形 

式 , 对 于 非 张 量 积 形式 高 维 小 波 的 构造 ,有 兴趣 可 以 参阅 文献 [16], 这 里 同 5. 3 节 一 样 , 采 

用 张 量 积 形式 来 说 明 小 波 Galerkin 方法 的 一 般 步骤 。 

在 5.3 节 中 已 经 有 二 维 张 量 积 形式 小 波 窜 间 允 ; , 它 由 三 个 空间 的 正 交 和 构成 : 

大 二 (因由 ) 图 ( 几 因 思 ) 四 (本 因由 ) 

式 中 ,YY 和 卫 , 为 一 维 尺 度 函 数 空间 和 小 波 函 数 空间 ,并且 二 维 张 基 积 形式 小 波 空间 的 基 
由 以 下 三 个 波 基 构 成 




















名 这 里 算 子 上 为 广 足 变 分 法 求解 微分 方程 的 条 件 , 关 于 算 子 工 岂 有 具备 的 条 件 详细 请 参见 文献 [15] . 





几 人 3) 一 VC) 所 访 
凤 Cz) 一 风 209(C7) 
好 Cz3) 一 内) 大 人 纺 
式 中 ,gp(.) 4.) 是 一 维 尺度 函数 和 小 波 函 数 。 
对 应 的 二 维 尺 度 邓 数 空间 为 V = V @ 风 ,其 中 W 为 一 维 尺度 函数 空间 ,由 王 (B2) 
上 多 分 辩 分 析 理 论 ,' 有 如 下 空间 分 解 ( 见 式 5. 37) : 
思 一 二 人) 
前 面 已 有 Vi = We 国 W = spanfp( 一 让 )p(? 一 名 站 E 下令 
az simfzyy) 十 2 2 PC 一 名)8(y 一 已 ) (6. 55) 


式 中 心力 的 大 了 沁 于 轩 到 尺度 雪上 休 六 式 和 原 方 和 定义 拓 ， 故此 处 省 略 。 类 似 前 边 
Galerkin 方法 的 处 理 , 得 


疡 w 人 妇 工 [pz 一 外 )8(3 一 名)],g(r 一 0)8(7 一 六 ) 盖 一 


一 < 了 [iafzy] ez 一 5Dp(y 一 户 ) 六 (6. 56》 
式 中 心 , 取 值 范 访 与 刁 , 怠 相同 。 
关于 小 波 空间 琴 外 ,类似 地 有 
二 人 (V 四 (W 四 7) 由 (WOW) = 
span fp(z 一 如 )8 一 局 ) 和 且 E 引 
span{ 内 一 居 )8(3 一 怠 ) 本 司 E 了 四 
span{ 央 工 一 直 )%3 一 司 ) 和 三 私 台 } 


必 


HZ 3) se CZy) 十 之 站 )%(3? 一 总 ) 十 
之 交 mw 二 全 )p(y 一 居 ) 直 之 2 有 (zz 一 有 )8Cy 一 起 ) 


同样 旭 ,如 ,好 , 直 , 居 思 的 范围 取决 于 小 波 支 集 和 原 方 程 定义 城 ,这 里 也 镍 蜀 。 
与 前 边 类 似 , 由 虚 功 原理 就 可 得 到 : 


>) >)aes 刀 L[p(z 一 月)9%(y 一 避 )],p(z 一 下 )83 一 下) 之 一 
丰 

















一 所 工 [ 相 (zy 人工 一 下) 入 (一 有)> 


2 os < 芭 LIWz 一 如 )g(? 一 卜 ,Cz 一 各 )p(y 一 至) 六 一 
人 《6.57) 
一 和 工 [mw(zyy)] ,9(z 一 下 )g(y 一 及 )>> 


忆 ow< 芭 LI6(z 一 及 )g(9 一 曰 ,pz 一 且 )9(9 一 县 )>> 一 


一 入 工 Le (2 芒 ] 人 一 下) 区 3 一 上 ) 六 
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In 


如 果 选 择 的 小 波 函 数 具 有 有 限 支 集 , 则 从 代数 方程 组 式 (6. 57) 中 系数 答 阵 的 元 素 可 以 看 
出 系数 矩阵 是 分 块 带 状 矩 阵 , 计算 复杂 度 就 会 适当 降低 .如 << 工 [9(z 一 如 )%(? 一 如 )]， 
gtZ 一 明 ) 区 一下)>>, 若 Supph = [ea 村, 则 当 | 已 一 号 | > 一 a | 时 该 部 分 为 零 。 

本 节 曾 在 对 小 波 分 析 在 微分 方程 中 的 应 用 作 一 简单 扼要 的 介绍 , 故 未 涉及 较 多 方程 
理论 .小 波 Galerkin 方法 仍 不 尽 党 善 , 有 很 多 可 发 展 之 处 ,如 在 引 人 尺 度 空 间 和 小 波 空 间 
之 前 对 原 方程 定义 域 进行 前 分 ,可 以 从 一 定 程度 上 提升 算法 精度 。 从 本 节 可 以 看 到 小 波 
Galerkin 方法 算法 复杂 度 较 高 ,如 何 适当 地 选取 小 波 数 ,降低 算法 复杂 度 也 值得 研究 。 
需要 说 明 的 是 利用 小 波 理论 求解 微分 方程 的 方法 还 有 很 多 ,请 参阅 文献 [9,17 - 18] 。 


6.6 小波 变 换 在 天 文 图 像 处 理 中 的 应 用 


太阳 的 活动 影响 着 人 类 生存 的 日 地 环境 ,太阳 至 少 30 亿 年 来 一 直 保 持 稳定 的 光度 , 同 
时 ,激烈 的 太阳 活动 及 其 周期 变化 ,又 影响 和 调制 着 人 类 生存 的 环境 。 在 人 类 活动 早已 扩 
展 到 地 球 之 外 药 今 天 ,研究 太阳 活动 又 成 为 认识 人 类 地 球 外 的 可 居住 性 和 预报 日 地 环境 
中 灾变 事件 的 基本 要 求 .众所周知 ,不 息 演化 的 太阳 磁场 在 巨大 的 空间 尺度 产生 不 稳定 性 
和 灾变 过 程 ,太阳 贝 班 释放 的 磁 能 相当 于 几 十 亿 次 核 爆 炸 的 能 量 , 而 由 磁场 驱动 的 日 网 物 
质 抛射 ,每 次 将 数 十 亿 吨 的 磁化 等 离子 体 锰 人 日 球 空间 .激烈 的 太阳 活动 引起 地 球 磁场 和 
电离 层 强烈 的 扰动 ,导致 短波 无 线 电 通信 中 断 ,供电 系统 破坏 ,长 距离 输油管 道 过 时 损坏 ， 
空间 飞行 器 发 生 故障 ,宇航 人 员 健康 受到 伤害 以 及 远 距 离 导 航 失灵 等 破坏 性 事件 ,实时 地 
监视 和 预报 术 阳 活动 事件 及 其 对 人 类 环境 的 影响 ,已 经 成 为 太阳 物理 工作 者 和 日 地 物理 
工作 者 的 一 个 最 富有 挑战 性 的 任务 。 


46,1 太阳 射电 频谱 仪 和 定 标 理论 

















太阳 射电 天 文学 诈 牛 于 20 世纪 40 年 代 , 是 射电 天 文学 和 太阳 擂 理 学 之 间 的 一 个 新 兴 
的 交叉 学 科 , 它 是 利用 太阳 射电 望远镜 来 观测 研究 太阳 的 射电 辐射 ,并 结合 太阳 的 其 他 电 
磁 波 辐射 和 粒子 发 射 的 资料 ,而 进一步 揭示 太阳 物理 本 质 的 一 门 自然 科学 。 

中 国 科 学 院 国家 天 文 台 现 有 三 个 太阳 射电 望远镜 在 工作 ,分 别 对 应 三 个 频段 的 频谱 
仪 (4.0 一 2.0GHz2.6 一 3.8GHz'5.2 一 8.6GHz), 已 取得 很 好 的 观测 结果 ,其 中 5.2 一 
8.6 GHz 频谱 仪 有 120 个 通道 ,每 一 个 通道 是 一 个 频率 ,频率 间隔 是 20 MHz, 观测 记录 的 
资料 有 0. 2s 的 秒 级 记录 和 5 ms 的 毫秒 级 记录 两 种 格式 ,两 者 均 采用 左右 旅 贺 偏 振 分 时 记 
录 :2.6 ~ 3.8 GHz 频谱 仪 也 有 120 个 通道 ,但 其 频率 间隔 是 10 MIiz, 观 测 记录 的 资料 有 
0. 2 s 的 秒 级 记录 和 8 ms 的 训 秒 级 记录 两 种 格式 ,两 者 均 采 用 左右 旋 圆 偏振 分 时 记录 ,在 














代行 观测 的 每 天 中 午 记 录 个 当天 的 0. 2 s 级 的 定 标 文件 ,分 别 记 录 了 120 个 通 坦 的 宁 甫 
太阳 背景 太阳 、 咯 声 、 终 端的 值 ,也 分 左右 旋 , 这 些 定 标 资料 为 以 后 定 标 工作 做 准备 。 每 
天 观测 也 记录 了 仪器 的 增益 特性 曲线 ,分 左右 旋 记 录 了 120 个 适 道 的 增 善 特性 曲线 所 有 
记录 的 观测 值 只 是 接收 机 的 读数 ,并 不 是 流量 ,要 把 读数 转换 成 流量 ,就 需要 定 标 。 

定 标的 主要 步骤 为 ， 

GD 每 天 中 午时 都 对 楼 收 机 用 标准 噪声 源 进行 定 标 ,分 别 对 太阳 , 萌 景 、 咯 声 源 及 终 负 
测量 ,这 个 过 程 实 际 上 是 将 接收 机 的 读数 转化 为 天 线 温度 , 若 已 知 噪声 源 的 噪声 温度 , 那 
人 么 由 这 个 过 程 就 可 以 得 到 天 线 温度 。 

52) 对 宁静 太阳 的 测量 ,分别 测量 太阳 、 背 景 ,噪声 源 及 终端 。 这 个 过 程 实 际 上 是 对 天 
线 , 饮 源 进行 定 标 ,并 将 天 线 温度 与 太阳 流量 联系 起 来 。 

设 Sr 是 太阳 的 流量 ,A(P 是 天 线 的 频率 特征 ,r( 旋 是 接收 机 的 频率 特征 ,NC 则 是 
隐 声 源 的 辆 射流 量 ,5y 经 过 天线 .接收 机 后 ,在 接收 机 的 读数 为 R.(S) ,NCP 则 直接 进入 
接收 机 ,读数 为 RsCN) ,如 图 6. 11 所 示 。 如 果 接 收 机 的 增益 有 线性 和 稳定 性 , 则 有 


RS) cc SACPr(P 








和 RN) ee NGCPrCP 
如 4(P = 1, 则 由 上 面 的 公式 可 得 
_ RS) RS) 
5 六 CONCA 民居 开放 了 








式 中 ,TCP) 是 吧 声 源 的 代 声 温度 ,T, 是 天 线 温度 ,上 式 为 绝对 定 标的 公式 。 


天 组 401 





NO 
图 6. 11 ， 定 标 基 本 原理 图 


密 际 应 用 中 ,AT = 站 和 害 ( 一 全) 式 中 AT 一 下 一 了 ,其 中 卫 为 天 线 温度 ,了 
网 为 表 时 辐射 天 线 浊 让 困 及 ,R，R 和 尼 分 别 是 太阳 音 时 . 叶 声 和 终 缮 在 接收 机 上 的 
读数 , 令 K( 一 R 二 六 , 称 其 为 定 标 党 表册 有 
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AT 一天 (站 (有 一 了 ) 《6, 58) 
上 述 参 数 中 若 加 下 标 0 则 是 表示 在 宁静 太阳 时 的 测量 由 于 噪声 源 和 终端 的 温度 悬 相对 


稳定 的 , 即 Ti 一 7 的 值 可 以 看 做 是 一 个 常数 ,因此 人 Ps ~ 丰 ( 有 是 一 个 仅 与 太阳 了 最 有 








避 ( 廊 
关 的 值 . 这 样 ,如 果 知 道 宁静 太阳 的 流量 及 每 天 的 定 标 常数 ,就 可 以 得 到 
1 丰 仿 s (6.59) 


具 而 得 到 太阳 的 流 基 值 , 为 了 排除 偏振 的 影响 , 只 选取 太阳 在 没有 巢 发 和 黑子 时 的 
SGD( 宁 前 太阳 射电 辆 射流 量 ) 资料 ,通过 拟 合 得 到 太阳 的 频谱 曲线 ,然后 计算 观测 频段 内 
各 个 频率 通 者 内 宁静 太阳 的 沈 量 ,从 而 得 到 Sn ,而 K,(P) 和 下 ( 廊 分 别 由 天 线 定 标 当天 的 
数据 和 需要 定 标的 当天 的 定 标 数据 得 到 ,从 而 可 以 通过 式 (6. 59) 计算 得 到 太阳 的 流量 。 

在 理想 情况 下 ,频谱 仪 在 观测 洒 静 且 没 有 黑子 的 太阳 时 ,所 得 太阳 辐射 的 圆 偏振 度 在 
1 和 的 精确 度 内 应 该 为 零 ,但 实际 上 由 于 天 线 的 指南 ,接收 饥 的 寄生 人 适 振 ,以 及 传输 线 的 影 
响 都 使 得 测 得 的 字 静 太阳 的 男 偏 振 度 不 为 零 。 、 罗 


6.6.2 小 波 变 换 分 离 术 阳 射 电 频 谱 图 中 的 纤维 结构 


小 波 分 析 具 有 很 多 优 于 Fourier 分 析 的 性 质 ,在 天 文 图 像 和 信号 处 理 中 有 广泛 应 用 
例如 ,在 射电 综合 孔径 中 ,小 波 变 换 在 图 像 恢复 时 用 于 去 除 噪声 ;分 析 太 阳 射 电 42SFR 和 
41F 型 爆发 及 尖峰 辐射 的 动态 频谱 特性 ;针对 数据 采样 的 组 合 率 产生 的 干扰 及 接收 仪器 本 
身 的 特征 随时 间 变 化 而 产生 的 低频 干扰 ,采用 小 波谱 去 品 算 法; 利用 小 波 变换 增强 太 间 射 
电动 态 频谱 图 ;等 等 .本 节 以 利用 小 波 变 换 分 离 太阳 射电 频谱 图 中 的 纤维 结构 为 例 , 来 说 
明 小 波 变换 在 关 文 图 像 处 理 中 的 应 用 。 

由 于 太阳 射电 纤维 精细 结构 爆发 信息 是 释 加 在 宁 普 太 阳 射 电 背 景 和 爆发 的 热 辐射 成 
分 (对 应 于 频 谱 的 低频 部 分 ) 之 上 的 ,但 因 只 对 纤维 结构 感 兴趣 ,所 以 首先 要 去 除 总 背景 ， 
提取 纤维 精细 结构 .为 此 , 须 对 原始 的 动态 频谱 图 进行 小 波 变换 ,小 波 变换 的 多 分 辨 性 质 
使 得 它 能 够 提取 出 信号 在 各 个 频带 中 的 信息 ,原始 图 像 经 过 一 级 小 波 变换 后 由 四 部 分 组 
成 ,低频 分 量 ,水 平 高 频 分 量 , 牌 直 高 频 分 量 ,以 及 对 角 高 频 分 量 , 低频 部 分 对 应 于 宁静 太 
阳 射 电 及 被 平滑 了 的 爆发 信息 。 

由 多 分 辩 分 析 ,第 守 级 上 的 平滑 函数 六 (z,?) 由 第 ) 十 1 级 上 的 平滑 函数 Pa(z,o) 和 
网 节 函 数 g+ (zy2) 线性 营 加 而 成 ,假设 信号 的 最 高 分 辩 放 为 1, 则 有 




















(zy 一 万 (zy 十 ac 《6. 60) 


小 镇 分 析 与 应 用 基础 


据 此 ,一 帆 图 像 可 被 分 解 成 多 个 频率 ,如 图 4. 12 
所 示 ( 其 中 从 为 低频 分 量 ; 末 ,V ,分 别 表 示 水 平 高 频 
分 量 、 垂 直 高 频 分 基 和 对 角 高 频 分 量 )。 

随 着 小 波 变换 尺度 的 增 大 ,爆发 信息 在 低频 部 分 
逐渐 被 平滑 ,因此 选择 较 大 的 小 波 变 换 尺 度 , 对 原始 
图 像 进行 小 波 变 换 , 由 低频 分 量 重 构 原 始 图 像 ,就 可 
以 得 到 较 请 晰 的 背景 信息 ,然后 令 原始 的 动态 频 洪 疼 
减 去 这 个 背景 ,这 样 ,纤维 结构 就 得 到 了 分 离 ， 

既 过 反复 试验 证 明 , 肝 用 5 级 小 波 变换 能 得 到 较 
好 的 背景 信息 ,这 蛙 迎 取 Symlet 小 波 , 因 为 Symlet 小 





波 具 在 紧 支 撑 性 , 正 交 性 , 且 近 于 对 称 , 能 够 精确 重 构 图 全 .12 人 畦 像 分 解 示意 图 


原 信和 号 。 
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出 来 了 ,但 噪声 水 平 并 没有 降低 去 除 总 背景 后 频谱 图 的 信 品 比 为 11. 601 8 这 些 噪声 会 
影响 对 纤维 结构 的 研究 ,一般 求 说 噪声 强度 值 比 纤维 结构 的 强度 值 要 小 ,通过 选取 一 定 的 
阔 值 ,对 除去 背景 后 的 频谱 图 实行 软 闵 值 处 理 ,就 可 将 噪声 去 掉 。 设 除去 背景 后 的 频谱 图 
为 吾 , 则 对 其 进行 软 阔 值 (这 里 取 阔 值 " 一 c "到 , 玉 为 图 6, 14 所 示 的 宁静 区 域 的 均值 ,c 一 
3 一 6) 处 理 为 


5 为 上 说 什 


， 五 (了 
下 GD -| 加 4 <。 ， 
五 (人 人 力 一 5 再 (门将 g 
阅 值 处 理 后 的 频谱 图 如 图 6. 15 所 示 ， 


2. 的 


2.90 
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图 6.15 阔 值 处 理 后 频谱 图 








图 6.16 。 遍 值 处 理 去 掉 的 部 分 


经 前 值 处 理 拓 的 频谱 图 的 信 喉 比 为 29, 659 8， 噪 声 水 平 大 大 降低 了 ,而 且 从 图 扣 16 可 
以 看 出 经 过 益 值 处 理 后 丢掉 的 信息 中 没有 明显 的 纤维 结构 ,从 而 不 会 影响 对 纤维 结构 的 


提取 。 
1 
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6.7 着 波 变换 简介 


在 本 章 开始 说 过 ,小 波 分 析 在 诸多 领域 都 有 着 广泛 而 成 功 的 应 用 ,但 随 着 应 用 的 深入 
发 展 ,人 们 发 现 ,由 一 维 小 波 张 成 的 二 维 小 波 在 二 维 图 像 的 “点 奇异 ” 表示 上 是 最 优 ,但 对 
于 “ 线 奇 异 ” 的 表示 却 不 是 最 优 .而 线 边 缘 或 纹理 的 奇异 性 恰恰 是 图 像 最 重要 的 信息 , 因 
此 ,需要 寻找 比 小 波 更 为 有 力 的 变换 方法 。 

1998 一 1999 年 ,, ], Candes 和 D, L. Donoho 在 小 波 理论 基础 上 ,对 小 波 母 函数 增加 了 
一 个 表征 方向 的 参数 ,从 而 建立 了 硝 波 (Ridgeieb 变换 的 理论 .着 波 变 换 不 但 具有 局 部 时 
频 分 析 的 能 力 , 还 具有 方向 选择 和 辨识 能 力 。Candes 提出 的 将 波 变换 将 二 维 函 数 中 的 “ 直 
线 奇 异 ” 转化 为 “点 奇异 ”再 利用 小 波 变换 进行 处 理 , 能 获得 对 含 "直线 奇异 ”的 二 维 或 高 
维 函 数 最 优 的 非 线性 走 近 阶 。 

实验 表明 ， 冰 波 在 直线 特征 的 表示 和 提取 中 非常 有 效 。 为 了 进一步 囊 示 多 维 信号 中 的 
曲线 型 奇异 ， 又 发 展 出 局 部 疹 波 变换 和 曲 波 (Curveletb 方法 ， 用 多 个 尺度 的 局 部 直线 来 近 
似 表示 整 条 曲线 。 关于 这 些 内容 和 相关 的 应 用 以 及 兰 波 理论 的 进一步 发 展 这 里 均 不 予以 
介 细 ,有 兴趣 的 读者 请 参阅 有 关 文 献 。 本 节 的 目的 仅 是 对 着 波 理论 作 简 单 概括 的 介绍 。 


47.1 立波 和 连续 崔 波 变换 


这 里 总 候 设 * E Re ,考虑 dd > 2) 维 空间 中 的 函数 A2) E LICR2) 门 天 CR) 。 
定义 .7 设 办 有 -> 及 是 Sehwartz 空 间 SGR) 中 的 函数 。 若 满足 容许 条 件 


民 -eu 《6. 61) 


则 称 妨 纺 趣 4 维 空间 中 的 容许 神经 激活 函数 (Admissible Neural Acetivation Funetion) 。 
若 儿 满足 式 (6. 61) , 令 





砾 CD) 一 org( 纤 一 ) (6..62) 


则 称 思 为 音波 (RidgeleD , 式 中 7y 一 (at 盈 捷 了 三 (0 有 ER ae>OacE 他)}， 
S” 是 了 4 维 空间 中 的 单位 球面 ,分 别称 = 为 尺度 参数 ,为 位 置 参 数 ,# 为 方向 参数 。 
册 式 (6. 62) 可 以 看 出 ,将 波 是 在 小 波 函 数 中 增添 了 方向 参数 vvaz = 5 称 为 着 线 , 前 波 
的 支撑 是 沿 将 线 两 侧 的 带 状 区 域 :{z E 到 : | xz 一 5 < c} ,在 毯 直 悄 线 方向 的 横 截 面 上 可 
以 得 到 一 条 小 波 曲 线 。 这 样 一 来 ,着 波 函 数 就 是 在 小 波 的 基础 上 增加 了 沿 宵 线 方向 的 信 
息 , 它 可 以 有 效 籽 检 测 图 像 中 具有 方向 性 的 线 状 奇异 特征 。 ， 
“连续 着 波 变换 定义 为 


了 CD 一 < 六 帮 >> (6. 63) 


得 6 竟 。 洒 该 分 析 的 应 用 等 介 


图 6. 17 表示 二 维 疹 滤 函数 的 几 种 变换 。 


人 


何 


本 6.17 二 堆 痛 撤 务 数 的 几 种 变 装 
1A) 诛 懈 该 拖 数 ， 1h) 屎 座 型 的 后 的 画 数 ( 压 达 )， 人 平 椒 空 的 后 的 了 数 | 《 山 能 转变 换 后 的 函 炸 


下 面 给 出 重要 的 重 构 定 理 和 其 他 两 个 定理 。 
定理 6.3 【 重 构 定理 ) 设 函数 矿 fw) E 志 CR2) 沙 清 足 容许 条 件 式 (6. 61), 则 有 


1= |<Fw>wWtzitd7 (6.64) 


式 中 ,= x(2x)3Ki vtdy) = -Souud 为 参数 空间 六 上 的 测度 (其 中 wm 是 S… 的 表面 


积 ,du 是 S4 上 的 一 致 柄 率 测度 ) 。 
定理 64 对 于 YY 六 gE LI(R), 设 滑 满足 等 许 条 件 , 则 有 


忆 睛 下 半 = ci|RoPDODRCe)COatdy) 〈6. 65) 
定理 5 【Pizseua | 等 式 ) 设 了 ED 了 门 LOR), 且 满 足 容 许 性 条 件 , 则 有 
| F 仁 = 已 |IRCPC7 ladty) 《6.66) 


6.7.2 离散 普 波 变换 


为 简单 计 , 这 里 只 介绍 工程 中 常用 的 二 维 情 形 , 即 仅 考虑 d = 2 此 时 ,满足 容许 条 件 
的 由 生成 的 兰 波 可 写成 


改天 ty[( 2 二 me 一。 ES (6.67》 
其 支撑 是 沿 次 线 ( 真 线 ) 两 侧 的 带 状 区 域 ， 
1Cnmym) | Decog 十 msing 一 让 过 9) 
对 于 VE LI(R: ) ,其 将 波 变换 为 
Re.b ,月 王 忆 记 丰 二 一 | /ea 页 witz)dz 【6. 68) 


且 有 完全 重 构 公 式 





fear de ，d6 
了 一 下 | 轴 有 1e0, 区 抱 ee(Z) 五 业 四 《6. 69) 


上 面 的 公式 可 以 看 成 用 由 表示 了 ,其 表示 “系数 ” 是 连续 的 ,为 了 克服 表示 的 完 余 性 ， 
需要 将 参数 ,bi 离散 性 化 ,用 离散 化 后 的 bwzkz) 对 了 作 关 波 变换 可 得 到 {< 六 
几 六 jeaez。 和 和亲 小 波 情 形 类 似 ,自然 会 产生 这 样 一 个 同 题 ,能 否 以 数值 稳定 的 方法 用 
{ 雪 户 鸭 or>)} 章 构 广 ?为 此 在 离散 化 参数 空间 以 前 , 先 假设 % 是 可 框架 化 的 , 即 要 求 E 
CCR) 且 满 足 

GD ,inf 对 lp 2 > 0 























(0 1 和 lo QTlo 其中 > 5> 2 二 we 





在 式 (6. 67) 中 ,分 别 对 三 个 参数 离散 化 : 令 a = 2 ,9 ,一 绝 ，C 一 0 二 1) 已 一 


2 六, 从 而 得 到 
{ 风 ZE) 一 2 2Czicosg 十 zzsinbo) 一 不 ) osez 〈6, 70) 

这 样 , 就 可 以 用 贿 波 变换 系数 集 {<<- 户 Wnz )vu 完全 重 构 了 。 
在 上 面 的 离散 化 中 ,对 表示 方向 的 角度 9 离散 


化 采 样 步 长 是 和 尺度 成 反比 ,9.。 天 示 对 于 分 划算 


的 第 ! 个 方向 角 。 尺 度 和 角度 同时 离散 化 将 二 维 平 
面 分 解 成 如 图 6. 18 所 示 的 冠状 结构 , 即 把 第 ) 个 同 
心 圆 环 to:2 生 包 |o | 迄 2) 所 表示 的 区 域 , 按 角 度 
参数 又 等 分 成 2 个子 区 域 , 这 些 子 区 域 就 是 峭 波 
几 wx 的 支撑 集 。 

俏 波 变换 和 Radon 变换 关系 非常 密切 。 一 个 函 
数 了 的 着 波 变换 可 以 通过 先 对 了 作 Radon 变换 ,再 
对 其 作 一 维 小 波 变 换 而 得 到 , 即 























二 色 剖 
RD(D = 一 Rs > (6.71) 国 。 28 二 维 商 攻 育 流失 起 平 而 分 图 
式 中 ,R GD 为 函数 矿 的 Radon 变换 , 即 

及 ,0O 一 | _ (Cr)dr 〔6. 72) 


而 多。 基 通 常 的 一 维 小 波 。 
在 二 维 情 形 ,Radon 变换 可 写成 ; 


Rb.D =| fm vaza)dndm 
或 
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RH = | Fa mataeosb 二 msing 一 Ddrida 


由 式 (6,71) 可 知 , 二 维 离散 兰 波 变换 为 
扫 万 册 人 全 二 扩展 站 D 和 多 六 (6.73) 
由 式 (6. 73) 可 知 ,函数 的 离散 贿 波 变换 可 以 看 成 先 对 了 作 Radon 变换 ,然后 再 对 其 
作 小 波 变换 而 得 到 。 
Radon 变 换 的 几何 意义 是 将 原始 图 像 投影 到 角度 为 9 的 直线 z， 上 .如 果 原始 图 像 中 含 
有 直线 型 边缘 , 当 边缘 与 直线 zv 垂直 时 ,Radon 变换 的 值 变化 最 剧烈 ,Radon 变换 将 “ 线 奇 
异 ” 变 为 “点 奇异 ”, 而 小 波 变换 在 检测 点 奇异 时 特别 有 效 。 
由 式 (6. 71) 可 知 , 兰 波 变换 RA(7) 还 可 以 表示 为 
RCAP(7 一 支 二 Rs> 一 宛 bao)eseda (6.74) 
在 应用 中 ,为 计算 式 (6. 73) 中 的 离散 脊 波 变换 ,还 雪 借 甚 式 (6. 74) 的 表示 ,为 此 需要 


研究 离散 Radon 变换 的 实现 问题 .这 个 问题 较为 复杂 ,这 里 不 再 予以 介绍 。 
6.7.3 ” 单 尺 度 背 波 和 曲 波 


从 前 面 的 论述 已 经 知道 , 兰 波 变换 在 处 理 直 线 型 奇异 性 时 独 具 优势 ,但 当 奇异 性 为 曲 
线 型 时 , 销 波 变换 将 遇 到 麻烦 ,为 了 处 理 曲 线 型 奇异 性 问题 ,E.J. Candes 和 D. L. Donoho 
又 提出 了 曲 波 (Curvelet) 变换 。 

对 于 含有 曲线 型 奇 漠 性 的 图 像 ,可 将 其 均匀 分 市 为 许多 正方 形 的 子 区 域 ,在 包含 曲线 
的 各 子 区 域 中 ,曲线 可 以 近似 地 看 做 直线 .选取 恰当 的 尺度 ,再 在 各 子 区 域 上 作 肴 波 变 换 。 
这 种 需要 选取 特定 尺度 且 在 各 子 区 域 上 进行 关 波 变换 的 方法 , 称 为 单 尺 度 将 波 变 换 或 局 
部 兰 波 变换 。 

曲 波 变换 ,本 质 上 就 是 多 尺度 局 部 肴 波 变换 , 即 先 将 图 像 用 小 波 变换 分 解 成 不 同 尺度 
的 子 带 图 像 ,然后 将 各 子 带 图 像 光 滑 分 割 成 若干 子 块 ( 子 块 的 大 小 由 具体 情况 而 定 ) ,接着 
对 含有 曲线 的 各 子 其 作 局 部 将 波 变换 。 

上 面 仅 对 曲 波 变 换 作 了 一 个 简单 的 解释 和 给 出 大体 步 又 关于 肴 波 或 曲 波 变 换 的 应 
用 这 里 也 不 再 举例 说 明 . 对 它们 感 兴趣 的 读者 请 参阅 本 节 前 面 所 列 的 文献 ， 

兰 波 理论 和 有 关 算 法 目前 还 不 成 熟 , 尤 其 对 于 包含 不 同类 型 奇异 性 的 自然 图 像 和 高 
维 函 数 , 还 有 许多 问题 需要 解决 正 因为 如 此 , 兰 波 理论 和 应 用 已 成 为 人 们 研究 和 关注 的 
一 个 热点 。 





















































小 淑 分 析 与 应 用 基础 


[] 








参考 文献 


崔 钢 泰 ,小波 分 析 导 论 . 程 正 光 , 译 , 西安 ,西安 交通 大 学 出 版 社 ,1995. 

秦 前 清 , 杨 宗 凯 . 实用 小 波 分 析 ,西安 :西安 电子 科技 大 学 出 版 社 ,1994. 

程 正 兴 . 小 波 分 析 算法 与 应 用 ,西安 :西安 交通 大 学 出 版 社 ,1998. 

Mallat S. 信号 处 理 的 小 波导 引 , 杨 力 华 , 戴 道 清 , 黄 文良 ,等 译 . 北京 :机 械 工 业 出 
版 社 ,2002. 

冯 象 初 , 甘 小 冰 ,宁国 乡 ， 数 值 泛 函 与 小 波 理论 . 西安 :西安 电子 科技 大 学 出 版 
社 ,2003， 

Daubechies 1 Ten Lectures on 友 avelets，CEMS 一 Conference Lecture Notes， 
Vol. 61. Philadelphia :SIAM，1992. 

唐 远 炎 , 王 玲 ， 小 波 分 析 与 文本 文字 识别 . 北京 :科学 出 版 社 ,2004， 

事 水 根 , 吴 纪 桃 ， 分 形 与 小 波 ， 北 京 :科学 出 版 社 ,2002. 

成 礼 智 , 王 红 霞 , 罗 永 . 小 波 的 理论 与 应 用 . 北京 :科学 出 版 社 ,2004， 

Ingrid Daubechies, 小 旋 十 讲 . 李建平 , 杨 方 年 , 译 , 北京 :国防 工业 出 版 社 ,2004， 
Mallat S，A theory for muktiresolution signal decomposition，the 现 avelet repre- 
sentation[J]，IEEE Trans，1989，11(7) ,674 -693. 
徐 晨 , 赵 瑞 珍 , 甘 小 冰 . 小 波 分 析 ， 应 用 算法 . 北京 ;科学 出 版 社 ,2004 

刘 贵 忠 , 聊 双 亮 . 小 波 分 析 及 其 应 用 . 西安 西安 电子 科技 大 学 出 版 社 ,1995. 

迈 耶 Y. 小 波 与 算 子 :小 波 . 第 1 卷 . 尤 众 , 译 . 北京 :世界 图 书 出 版 公司 ,1992. 
Brenner G，Seott R The mathematical theory of finite element methodsf M ] . 
北京 :世界 图 书 出 版 公司 ,1998， 

龙 瑞 刨 ， 高 维 小 波 分 析 [LM], 北京 :世界 图 书 出 版 公司 ,1995. 

Glowinski R，Rieder A，Wells R O，et al，A_ wavelet multilevel method for 
Dirichlet boundary value problems in general domains[J]. Technical Report 93 一 
06，Houston: Rice Univetsity,1993. 














Baery 了 ，Mallar $,， Papanicolaou G, A wawelet based sbace -time adaptive numeri- 
cal method for partial differential equations[J]，Technical Report No591，Robotics 
Repbort No257,， New York University，Courant Institute of Mathematical Sciences ， 
1991. 

Candes 卫 J., Ridgeiets，Theory and Application // Ph. D. Thesis，Technical 
Report，Department of Statistics, Stanford， Stanford University,1998. 


参考 文献 


[20] Candes 下 村，Donoho D L，Curvelet 一 一 A surprisingly effective nonadaptive rep- 
resentation for objects with edges[A] //Cohen 入 ，Rabut C，Schumaker L L. in 
Curve and Surface Fitting: Saint - Molo 1999[C]， Nashville, TN:， Van - derbit 
Univ，Press,1999. 


[21] 焦 李 成 , 谭 山 , 刘 芳 ,将 波 理论 :从 将 波 变换 到 Curvelet 变换 [J].， 工程 数学 学 报 ， 
2005，22(5). 





